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L'élévation de l'eau et l'abaissement da mercure dans*un tube de 
verre d'un très petit diamètre sont des phénomènes très ancienne- 
ment connus, qui se présentent, au premier aspect, comme des 
exceptions aux lois de l'Hydrostatique , et dont on a donné pendant 
long-temps des explications qu'il serait inutile de rappeler. Les théo- 
ries qui ne sont pas fondées sur le calcul et l'observation doivent 
maintenant être bannies de la Physique , comme elles le sont de 
l'Astronomie. Lors même que la véritable cause des phénomènes est 
connue, il n'y a que l'analyse mathématique qui puisse découvrir 
leur liaison récipi*oque, et les déduire les uns des autres, en em- 
ployant les seules données indispensables de l'expérience. Les effets , 
si nombreux et si variés, qui se rapportent à l'action capillaire^ en 
offrent l'exemple le plus remarquable ; car , sans le secours de l'ana- 
lyse , ils seraient restés isolés , et l'on ne serait pas parvenu à les pré- 
voir ou à les expliquer tous avec précision, et encore moins à en dé- 
terminer la grandeur, au moyen de deux données spéciales empruntées 
à l'observation , l'ime relative à la matière du liquide , et l'autre dé- 
pendante de cette matière et de celle du corps dont le contact donne 
naissance aux différens effets dont il s'agit. 

Quoique l'ascension d'un liquide au*dessus de son niveau soit pro- 
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duîte par Taction du tube dans lequel elle a lieu, on sait cepen- 
dant quelle ne dépend pas de son épaisseur, et Jurin a fait voir 
que, pour un même liquide, l'ascension ou la dépression dans des 
tubes capillaires formés d'une même matière suit la raison inverse 
de leurs diamètres intérieurs. Ces deux faits importans étaient cons- 
tatés par l'expérience, lorsque Gairaut essaya, le premier, de rame- 
ner les phénomènes de la capillarité aux lois de l'équilibre des 
fluides, dont il venait de trouver les équations générales (i). Il 
considère un canal infiniment étroit, situé dans l'axe du tube, et se 
prolongeant au-dessous de son extrémité inférieure , pour se relever 
ensuite en -dehors et aboutir à la surface plane et horizontale du 
liquide; il montre que l'action du liquide sur la partie inférieure 
et sur les deux branches ascendantes de ce canal se détruit en par- 
tie , et qu'il ne subsiste que l'action du ménisque qui termine le li- 
quide dans rintérîeûr du tube ; et, selon Qairaut, cette force, jointe 
à celle qui provient de l'action directe du tube , doit faire équilibre 
au poids de la partie du canal élevée au-dessus du niveau exté- 
rieur. Cette conclusion est exacte ; mais il aurait* dû ajouter que la 
seconde force, qu'il regardait comme la principale, était au con- 
traire insensible^ et ne conserver, en conséquence, que la seule ac- 
tion du ménisque. En effet, si l'action du tube ne dépend pas de son 
épaisseur, il en faut conclure qu'elle n'émane que de sa couche inté- 
rieure, d'une épaisseur insensible, en sorte que les points du tube 
qui sont h une distance sensible du liquide n'agissent pas sur ses 
molécules , ni par conséquent sur les points du canal dont la distance 
au tube est égale à son demi-diamètre. Faute d'avoir fait cette re- 
marque et de l'avoir étendue à laclion du liquide sur lui-même , 
Qairaut a seulement ouvert la route , et n'a pas pu déduire de son 
analyse la loi expérimentale que Jurin avait trouvée. Mais quoique 

(i) Théorie de lajtgure de la Terre, première partie, chapitre X. 
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ces idées nous paraissent aujourd'hui très naturelles ^ et qn'oa trou*- 
vât déjà un exemple du calcul de ce genre de forces dans la ma- 
nière dont Newton avait déterminé Faction des corps sur la lu^ 
mière , il s'est nâinmoins écoulé un long intervalle de temps avant 
que nous eussions une théorie de l'action capillaire où l'action 
du tube et celle da liquide fussent envisagées sous ce .point de vue. 
Dans cette théorie ^ que Laplace a publiée en 1806 et 1807 » il 
considère l'action des molécules tlu tube sur ceHes^âu liquide et Tac* 
tion mutuelle des molécules du liquide, comme des forces atlracti ves, 
décroissantes très rapidement suivant une loi inconnue, depuis le 
contact jusqu'à une distance insensible, où elles disparaissent entière- 
ment. Ces forces ont lieu en même temps que l'attraction nevvto-* 
niennc qui suit la raison inverse da carré des distances ; mais l'effet 
de celles» n'est sensible que dans des masses très grandes, qui peuvent 
balancer l'action de la terre entière sur le fil*à-}domb placé dans 
leur voisinage, ou bien encore, quand on l'oppose à une force de 
torsion très délicate, comme dans l'expérience de Cavendith pour 
mesurer l'attraction d'nn globe de plomb d'une assez petite éten- 
due. Les phénomènes de la capillarité ne dépendent donc pas de 
l'attraction qui s'étend à de grandes distances , et qu'il sera permis 
de négliger, sans aucune erreur, pour ne s'occoper qae de celle 
dont la sphère d'activité est supposée Umt-à-fait insensible , et qu'on 
appelle proprement Yattraction moléculaire* En paitant de cette hy- 
pothèse, Laplace obtient l'équation de la snr£suce d'un liquide dans 
son état d'équilibre, soit en considérant son action normale sur un 
canal infiniment étroit et }ut>longé indéfiniment, soit d'après l'action 
tangentielle qu'il exerce sur chaque molécule superficielle; méthodes 
qui ne sont pas essentiellement différentes, et dont l'une doit con- 
duire à la différentielle de l'équation donnée par l'autre, ainsi que 
Laplace l'a fait voir à priori^ U regarde l'angle sous lequel la surface 

intérieure du tube est coupée par celle dn liquide, comme ne dépen- 

I.. 
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dant uniquement que de la matière du liquide et de celle du tube; 
eu sorte que cet angle est constant et donné , dans chaque cas , 
pour tous les points du contour de la surface capillaire ; le liquide 
étant supposé homogène , aussi bien que la matière du tube. 
L'équation qui résulte de cette considération et celle qui appar- 
tient à la surface entière sont les deux équations du problème; 
elles renferment les deux constantes spéciales dont j ai parlé tout 
à l'heure; et c'est de ces deux équations que Jjaplace a déduit 
l'explication des différens phénomènes observés par les physi- 
ciens. 

* 

Un ou deux ans ayant Laplace^ Th. Young s'était déjà occupé de 
ces questions (i). Des idées ingénieuses l'avaient conduit à recon- 
naître l'invariabilité de l'angle sous lequel la, surface capillaire vient 
couper celle du tube, et le rapport qui existe entre l'élévation d'un 
liquide dans un tube d'un très petit diamètre et son adhésion à un 
disque formé de la même matière que le tube ; mais il s'appuyait 
sur l'identité de la surface du liquide avec celle d'une membrane 
également tendue en tous ses points; identité qui ne peut être que 
la conséquence , et non le principe , de la solution du problème. 
Lorsque le travail de Laplace eut paru^ Th. Young éleva contre sa 
théorie plusieurs objections^ parmi lesquelles il n'y en a que deux 
qui soient importantes : l'une , que Laplace n'a pas eu égard à l'ac- 
tion de la chaleur dans le calcul des forces moléculaires {2) , et l'autre , 
tirée de l'expérience^ qui se rapporte au cas de plusieurs liquides 
superposés dans un même tube (5). J'examinerai celle-ci lorsqu'il 
sera question , dans cet ouvrage , de l'équilibre de ces liquides ; quant 
à la nécessité de tenir compte de la répulsion calori fique , il ne peut 



(i) Transactions philosophiques, année i8o5« 

(2) Supplén^nt à la Théorie de V Action capillaire, page 76. 

(3) Supplément à rjSncjrclopédie britannique, article Cohésion des liquides. 
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rester aucun doute à ce sujet : mais , pour cela , il suffit de prendre 
pour Faction mutuelle de deux molécules, Texcès de l'attraction de 
leurs matières pondérables sur la répulsion de leurs quantités de 
chaleur, et de considérer, en conséquence, la fonction qui Tex- 
prime comme une quantité qui peut changer de signe dans l'éten- 
due de ses valeurs sensibles. Mais Laplace a omis, dans ses calculs, 
une circonstance physique dont la considération était essentielle : 
je yeux parler de la variation rapide de densité que le liquide 
éprouve près de sa surface libre et près de la paroi du tube, sans 
laquelle les phénomènes capillaires n'auraient pas lieu, ainsi que 
je l'ai déjà fait remarquer dans mon Mémoire sur l'équilibre des 
liquides (i). 

En effet , dans l'état d'équilibre , chaque couche infiniment mince 
d'un liquide est comprimée également sur ses deux faces par l'action 
répulsive des molécules voisines , diminuée de leur force attractive , 
ou , ce qui est la même chose , on peut la considérer comme appuyée 
sur la partie du liquide située d'un côté , et comprimée par la partie 
située du côté opposé; et son degré de condensation est déterminé par 
la grandeur de la force comprimante. A une distance sensible de la 
superficie du liquide, cette force provient d'une couche du liquide 
adjacente à la couche infiniment mince, dont l'épaisseur est corn-» 
plète et partout la même, c'est-à-dire égale au rayon d'activité des 
molécules fluides ; et, pour cette raison , la densité intérieure du li- 
quide est aussi constante , abstraction faite de la petite condensation 
due à la pesanteur , qui varie avec la distance a la surface supérieure. 
Mais quand cette distance est moindre que le rayon d'activité molé- 
culaire , l'épaisseur de la couche située au-dessus de celle que l'on 

considère est aussi plus petite que ce rayon : la force comprimante 

» 

qui provient de cette couche supérieure décroît alors très rapide- 

(i) Mémoires de t Académie des Sciences, tome IX , page 76 et suiyaDtes. 



6 NOUVELLE THÉORIE 

ment avec la distance à la sur&ce , et s'évanouit entièrement à la sar- 
iace méme> où la couche infiniment mince n'est plus comprimée que 
par la pression atmosphérique. Par conséquent , la condensation du 
liquide décroit de mélue , suivant une loi inconnue , à mesure que 
l'on s'approche de sa surface libre, et sa densité est très différente à 
cette surface et à une profondeur qui excède un tant soit peu le 
rayon d'activité de ses molécules, ce qui suffit pour qu'elle soit 
égale à la densité intérieure du liquide. Or, on démontrera, dans 
le premier chapitre de cet ouvrage, que si Ton négligeait cette va- 
riation rapide de la densité dans l'épaisseur de la couche superfi-- 
cielle (i), la surface capillaire demeurerait plane et horizontale, et 
il n'y aurait ni élévation ni abaissement du liquide. On fera voir de 
même la nécessité d'avoir égard à la compression variable que le 
liquide éprouve près de la paroi du titbe , et qui s'étend jusqu'à la li- 
mite de l'action exercée par ce corps solide. 

En ayant donc égard à ces données physiques de la question , je 
suis parvenu k former , dans les chapitres II et III , l'équation com- 
mune à tous les points de la surface de contact de deux liquides 
superposés et contenus dans un tube quelconque, et l'équation parti- 
culière aux points de son contour, ce qui comprend, comme cas 
particulier, les équations relatives è la surface libre d'un seul li- 
quide. Leur forme est la même que celle des équations de la Mécor- 
nique céleste; mais les expressions en intégrales définies des deux 
constantes spéciales qu'elles renferment sont très différentes, de sorte 

(i) Cette épaiBMur doit être de grandenr finie, mais absolameut iiuentible» 
d'après l'hypothèse qa'on a faite sur le peu d'éteadue de la sphère d'activité mo- 
léculaire. Cela est confirmé par uae expérience de M. Gay-Lussac. Ayant réduit un 
corps en poussière très fine, il a trouvé sa pesanteur spécifique sensiblement la 
même avant et après cette opération ; d'oii il faut conclure que l'épaisseur de la 
couche dilatée qui termine chacune des parcelles de poussière, est insensible eu 
égard à leurs dimensions. 
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que leurs valebra numériques le seraient également si^ au lieu de les d^ 
terminer par l'expérience ^ on pouvait les calculer directement d'après 
leurs expressions analytiques, ce qui exigerait que l'on connût les lois 
des actions du tube sur le liquide et du liquide sur lui«-mème* On 
trouvera y dans les chapitres suivans^ les applications de ces équations 
générales à l'équilibre des liquides dans les tubes d'un très petit 
diamètre et à d'autres questions analogues , et Ton y pourra remar- 
quer l'usage que j'ai fait des tables elliptiques de M. Legendre, 
pour la solution rigoureuse de problèmes qui n'auraient pu , sans ce 
secours^ être résolus que par approximation. 

Depuis que cet ouvrage est écrit, j'ai eu connaissance d'un Mé- 
moire de M. Gauss, qui parait en ce moment sous le titre da 
Principia generalia theoriœ Jigurœ Jkddorum in statu œqmUbrii (i). 
Pour former les équations de cet équilibre, l'auteur a recours au 
principe des vitesses virtueUes, qu'il applique à la masse entière du 
liquide, et non pas, comme dans la Mécanique anafytiquej à un 
élément, diâerentiel de cette masse. Il trouve^ de cette manière , 
qu'une certaine intégrale sextuple , étendue à toute cette masse , 
doit être un minimum. Dans le cas d'un liquide homogène et in- 
compressible, il réduit d'abord cette quantité à une intégrale qua«- 
druple; et en considérant spécialement le cas où les forces appli- 
quées au liquide sont la pesanteur et l'attraction mutuelle de ses 
molécules , dont la sphère d'activité est insensible , il réduit de nou- 
veau la quantité dont il s'agit, qui est ensuite composée de trois 
termes, savoir, le produit du poids du liquide et de l'ordonnée 
verticale de son centre de gravité , l'aire de sa surface libre multi- 
tipliée par une constante qui ne dépend que de la matière du li- 
quide, et l'aire des parois fixes contre lesquelles il s'appuie, mul- 
tipliée par une seconde constante dépendante de la matière du liquide 

(i) Gottingue, i83o. 
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et de celle de la partie solide du système. Par les règles connues 
du calcul des variations , on détermine la surface inconnue du li- 
quide qui rend cette somme un minimum, et ^ comme on sait , on 
trouve à la fois Féquation générale de cette surface et l'équation 
particulière de son contour, ce qui est Favantage caractéristique de 
la méthode que M. Gauss a suivie. Mais cet illustre géomètre étant 
parti des mêmes données physiques que La place, et n'ayant pas 
non plus considéré la variation de densité aux extrémités du li- 
quide, qu'il a regardé, au contraire, comme incompressible dans 
toutes ses parties, les objections qui s'élèvent contre la théorie de 
Laplace s'appliquent également à la sienne, qui ne difière de l'autre 
que par la manière de former les équations d'équilibre. On peut, 
à cet égard, employer différens moyens; mais, sans craindre de 
compliquer le calcul et d'en augmenter les difficultés, il importe 
de ne négliger aucune des circonstances essentielles de la question , 
parmi lesquelles il faut compter surtout la dilatation du liquide 
près de sa surface libre et la condensation qui peut être produite 
par l'attraction du tube. 

La conséquence générale que Ton tirera de notre théorie, c'est 
que les phénomènes de la capillarité sont dus à l'action moléculaire , 
modifiée, non--seulement par la courbure des surfaces, comme La- 
place l'avait dit , mais aussi par l'état particulier des liquides à leurs 
extrémités. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Discussion préliminaire. 



(i). La théorie de l'action capillaire se compose de deux parties dis- 
tinctes : l'une est relative k la surface du licpide contenu dans un tube, 
l'autr^ se rapporte au contour de cette surface et à l'action du tube sur le 
liquide. Nous allons , dans ce premier chapitre, examiner successive- 
ment les principes que Laplace a suivis dans le supplément au livre X 
de la Mécanique céleste, pour traiter ces deux parties de la question ; 
nous montrerons les difficultés auxquelles ils sont sujets, et en même 
temps nous ferons connaître ceux que nous nous proposons d'y subs- 
tituer, et qui seront la base de la nouvelle théorie qui fait l'objet de 
cet ouvrage. 

Ainsi , nous supposerons que les molécules du liquide sont soumises 
à une attraction mutuelle qui n'est sensible qu'à des distances insen- 
sibles, et que les points matériels du tube exercent une semblable ac- 
tion sur ces molécules. Gomme dans la théorie de Laplace , nous 
ferons d'abord abstraction de la répulsion calorifique ; nous n'aurons 
point égard à la dilatation ou à la compression du liquide près de 
la surface ou près des parois du tube , c'est-à-dire que nous y re- 
garderons la densité du liquide comme étant la même que dans spn 
intérieur. Enfin , pour calculer les résultantes de l'attraction molécu- 
laire, nous partagerons le volume du liquide et celui du tube en 
élémens infiniment petits , puis nous exprimerons ces forces par des 
intégrales définies relatives à ces élémens* 

(s). Soit ÂOB (fig. i""*) la sur&ce du liquide. Par le point quel- 
conque 0, menons le plan tangent COD; appelons ^ l'élément in- 
finiment petit, commun à cette surface et à ce plan; et sur û^, comme 
base, élevons dans l'intérieur du liquide un cylindre OE normal et 

2 
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iadéfîniment prolongé. Désignons par Nûp l'action exercée par le 
liquide sur ce cylindre^ suivant sa longueur et de dehors en de- 
dans. On pourra diviser Nû) en deux parties : l'une relative à la 
portion du liquide terminée par le plan GOD et dont le cylindre 
fait partie , l'autre correspondante au ménisque compris entre ce 
plan et la surface AOB ; et si l'on désigne la première par K^y , et 
la seconde par /acù ^ on aura 

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que le li- 
quide sera concave ou convexe au point 0. La figure suppose que ce 
soit le premier cas qui ait lieu. 

Pour calculer K , soit M un point du cylindre OE , et M' un 
point quelconque du liquide compris dans la sphère d'activité de M. 
Appelons r la distance MM', s et / les perpendiculaires abaissées de 
ces deux points sur le plan COD, et cd' un élément de ce plan, qui sera la 
base d'un cylindre parallèle à OE et comprenant le point M'. Les élé- 
mens de volume qui répondent à M et M' auront pour expressions 
càds et cù'ds' ; et si l'on représente par p la densité du liquide , et 
par (pr une fonction de r qui n'ait de valeurs sensibles que pour 
des valeurs insensibles de cette variable, l'action mutuelle de ces 
deux élémens pourra s'exprimer par le produit 

f •^r. ùùcûdsds'. 

% 

La fonction (pr ne changera pas de signe dans toute l'étendue des 
valeurs de r, puisqu'on a seulement égard à l'attraction des mo- 
lécules, et qu'on ne tient pas compte de la répulsion due à leur 
calorique ; et si on la regarde comme positive , la composante de 
la force précédente, dirigée suivant ME, s'obtiendra en multipliant 

cette force par le rapport qui est le cosinus de l'angle M'ME. 

Représentons par u la projection de r sur le plan COD, et par 9 
l'angle que celte projection fait avec une droite fixe, menée par le 
point dans ce même plan. On pourra prendre * 

û»' s= ududv ; 
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on aura en outre 

r» = tt* + («y' — sy ; 

et la valeur de Kco s'obtiendra par des intégrations relatives à k , v ^ 
y, s. Celle qui répond à l'angle (^ aura pour limites p=o et v:=:2'7r, 
en désignant par "tc le rapport de la circonférence au diamètre ; elle 
s'effectuera immédiatement ; et si l'on supprime le facteur co ^ on 
aura 

K = 27rf* fff^^ ~7~ ududs'ds. 

Soit 0' un point de OE, tel que l'on ait MO = MO'. Par ce 
point, menons un plan C'O^D' parallèle à COD. Il est évident que 
l'action du liquide compris entre ces deux plans , sur le point M , 
se réduira à zéro, à cause que Ton n'a point égard à la variation 
rapide de sa densité dans la couche qui le termine. Si donc on fait 

on pourra faire commencer à zéro l'intégrale relative à la nouvelle 
variable a: , aussi bien que les intégrales relatives à u et à j. On 
aura d'ailleurs 

r* = w* + (a: -f- ^)*; 

en sorte que pour toute valeur sensible de Tune des variables po- 
sitives Uf ûCy s , \a variable r aura aussi une valeur sensible , et ^r 
sera nulle ; on pourra donc étendre ces intégrales jusqu'à l'infini , et 



écrire 



X r«âO >«ao 



K = aTTf* I I I 9^ ' f^dudxds. 

Soit maintenant 

s z=:- uZy X = ujr, ds = udz , dx = udj ; 



limites relatives aux nouvelles variables zetj- seront encore zéro 
et l'infini , et nous aurons 

/*=tt*[i 4- (;■ + «)']. 

a.. 
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Si donc nous substituons r à la variable u, et que nous prenions^ 
en conséquence , 

dr 



u = , du 



les limites relatives à r seront aussi r= o et r= oo , et il en résultera 

K = TTTf^q I r^(prdr , 
en faisant, pour abréger. 



Mais on a 



Jojo [I + (^ 4- 2)»]i' 
3^0 (, +j^)i 3' 



on aura donc enfin 



Kz=:^f^ r'(prdr. (i) 



(3). Calculons de même la valeur de ^t. Pour cela, je partage le 
ménisque en cylindres perpendiculaires au plan tangent COD , qui 
aient pour bases les élémens infiniment petits de ce f^n, et se termi- 
nent à la surface AOB. Soit M'O' (fig. 2) l'un de ces cylindres. Dési- 
gnons par cù' sa base , et par Ç sa hauteur ; en sorte que (»% soit son 
volume. Pour qu'il agisse sur le cylindre OE, il faudra que la dis- 
tance OM' soit très petite , et , par conséquent , que l'ordonnée ^ de 
la surface soit très petite du second ordre ; on pourra alors , sans er* 
reur sensible , regarder tous les points de M'O' comme exerçant des 
actions égales et parallèles sur le point quelconque M de OE , et 
prendre 

pour l'action totale de M'O^, sur l'élément o^ds qui répond à ce point; 
les distances MO et MM' étant représentées par s et r, comme précé- 
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demment. Cette force étant dirigée de M vers M', sa composante sui- 
vant ME sera négative, et s'obtiendra en multipliant cette force par 

•— -• Si Ton appelle u la distance OM', et v l'angle qu'elle fdit avec ùnér 

droite fixe, menée par le point dans le plan tangent, on aura 

f» sas j* «f- M% a/=iududif, 
et l'on en conclura 

^ = - f*f^fyyr '^ dudsdv. 

Soient n et >i^ les deux coordonnées de M' relatives à des axes 
rectangulaires, menés par le point dans le plan COD, de sorte 
qu'on ait 

nssiisint^, )i'ssiiCOSP. 

La valeur de Ç sera donnée eu fonction de )f et nf par l'équation de la 
sur&ce du liquide; on pourra la développer en série très conver- 
gente , suivant les puissances et les produits de )f et )i' ; et comme 

Kf ^9 ^ , s'évanouissent en même temps que ces deux variables , 
on aura 

en négligeant les termes du troisième ordre, et désignant par Q, Q', Q", 
des coefficiens indépendans de ^ et yf. Je substitue ces valeurs de 
C, >i, V, dans celle de ft, et j'effectue l'intégration relative à f^; 
il vient 

en faisant , pour abréger , 



nssîT/'j r ^r^-^diids, 



On réduira cette intégrale double à une intégrale simple, en fai- 
sant d'abord 

i ss ux p ds s=s udx , 
et ensuite 
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u = -7==, du s=r -;p=z— j 

ce qui donne 

c'est-à-dire 

H = j7rf^f^r^<prdr. (2) 

Prenons pour axes des coordonnées >f et >i' les tangente^ aux sec- 
tions normales de plus grande et de moindre courbure , de la sur- 
face du liquide au point 0. En désignant par X et A' les rayons de 
ces deux courbures principales, nous aurons 

au moyen de quoi la valeur de fi, sera 

(4). Les quantités K et ft étant ainsi déterminées , et la surface 
du liquide ayant été supposée concave au point , on aura 

N = K~iH(->l); (3) 

formule dans laquelle on regardera A et A' comme des quantités po- 
sitives. Pour rétendre au cas de la surface convexe, il suffira d'y 
changer les signes de A et A'; et, généralement, on y considérera 
chacune de ces deux quantités comme positive ou comme négative, 
selon que la ligne de courbure à laquelle elle répond tournera sa 
concavité en-dehors ou en-dedans du liquide- 
Les expressions des coefficiens K et H que cette formule renferme 
s'accordent avec celles que Laplace a trouvées, sous une autre forme, 
pour les mêmes quantités. En effet, on suppose, dans la Mécanique 
céleste , 

f(prdr = c -^ ITr^ frïlrdr = c' — '\r; 
les intégrales commençant avec r, c et c' étant leurs valeurs quand r a 
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une grandeur sensible^ Ilr et 4'' désignant des fonctions qui s'ëva-* 
DOuissent pour toute valeur sensible de r. D'après cela , on a 

K = ^'^f* 1 '^rdr, H s» 27rf* j r-^rdr, 

en rétablissant la densité f que Laplace a prise pour unité , et la 
liaiite h étant une quantité de grandeur sensible , qu'on pourra , si 
l'on veut, remplacer par l'infini • Or, si l'on intègre par partie, il 
yient 

K = a^p'A4/ A •— UTrp* I r -^ dr == ayrp^ j /••rirrfr, 

H= 7rp»A'4^— Ttf^r'r^^dr—yrp^r^r^Urdr; 
intégrant de nouveau, on a 

ce qui coïncide avec les formules (i) et (a) , en prenant h=:co . 

(S)* Lorsque la surface du liquide sera connue , et que les valeurs 
des constantes K et H, dépendantes de sa nature, seront données, la 
formule (3) fera connaître l'action qu'il exerce sur un filet cylindrique, 
normal à cette surface au point où il la rencontre. Si, par exemple, 
la surface du liquide était celle de l'aire minima , on aurait 

et l'action dont il s'agit sérail constante et la même que dans le cas 
d'une surface plane. 

Réciproquement, on conclura de cette expression de N l'équation 
de la surface libre d'un liquide bomogène soumis à l'attraction mu» 
tuelle de ses molécules et à d autres forces données , telles que la pe- 
santeur. En efiet, l'action de ce liquide sur tous les points sensible- 
ment éloignés de la sur&ce étant égale en tous sens et se détruisant 
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par conséquent, No» exprimera encore cette action sur le filet OE (fig. 5), 
normal au point quelconque 0, lors même qu'il cessera d être droit k 
une profondeur sensible , pourvu que la section perpendiculaire à sa 
longueur ne varie pas, et soit toujours égale à ca. Supposons donc que 
ce filet curviligne vienne aboutir en un point fixe L de la surface du 
liquide^ et quil soit aussi normal en ce point. Désignons par l et P 
les valeurs de X et X' relatives à ce point L. Les actions du liquide 
sur le filet OEL seront Noi au point 0, et N'œ au point L , en appelant 
N' ce que devient N quand on y met / et P, au lieu de \ et A^ Si donc 
la pression extérieure est nulle ou la même aux deux points et L , 
et si l'on suppose que la pesanteur soit la seule force donnée qui 
agisse sur le liquide, il faudra , pour l'équilibre du filet OEL , que 
l'excès de N'a» sur No» soit balancé par la différence des actions 
exercées par la pesanteur sur les deux branches de ce filet, sui- 
vant leurs longueurs. En appelant donc À cette différence, il fau- 
dra qu'on ait 

N'û) — N» = û. 

Or, si l'on représente par g la pesanteur, par z l'ordonnée verticale 
d'un point quelconque du filet, et par ds l'élément de sa longueur, 
gpcùds sera le poids de la masse correspondante à cet élément, et 
gpeodz sa composante suivant la longueur du filet ; d'où l'on con«- 

dura 

A = gpâ*z, 

en prenant le point L pour origine des coordonnées , et comptant 
les z positives au-dessus du plan horizontal passant par ce point ; 
et si l'on substitue cette valeur de A et celles de N et N' dans l'équa- 
tion d'équilibre , il en résultera 

iH(J + J)_;H(i + ^)H-g,s=., (4) 

pour l'équation de la surface du liquide qu'il s'agissait d'obtenir. 

(6). Les points et L peuvent être des points de la surface du 
liquide situés en-dehors ou en-dedans du tube. Le raisonnement qui 
jaous a conduit à l'équation (4) subsistera toujours, pourvu que Je 
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filet OEL De soit pais iote^rrompu par k Uibe^ et il. suffira. pow cela! 
de le faii^ passer aU-<lesfiOus de rextrémité inférieure du tube lorsque 
l'uu des deux points sera en-dedans et l'autre en-^ehons.Si le point L 
est en-dehors» à. une dîslanfice du tube as^es' grande pour que ta sur-. 
ùce dB liquide y soit sensiblement plane et ho^zontale p on atlra 

et Téquation précédente fera connaître rélévationou l'abaîsseinent de 
chaque point de la surface capillaire, au-dessus ou au-dessous du 
niveau extérieur du liquide. , 

Gela étant, supposons que le tube soit formé d'une matière homo« 
gène , et que sa surface intérieure soit celle d'un cylindre à base cir- 
culaire et qui ait son axe vertical ; il est évident que ,^ dans ce cas, la 
surface capillaire ne pourra être qu'une surface de révolution , dont 
l'axe de figure sera celui du tube. Au point situé sur cet axe, les 
deux rajons A çt à' seront égaux et. de même sign^ En désignant 
par b leur grandeur absolue, on auiyi donc 

A = A'= dt ft, 

selon que le liquide sera concave ou convexe ; et si l'on représente 
par h la valeur de z relative au point dont il s'agit , et qu'on supprime 
les termes de l'équation (4) qui dépendent de / et t^ on aura 

^P* =F ï =^ o » (5) 

• I 

pour déterminer l'élévation ou rabaissement du centre de la surface 
capillaire. 

En ayant égard à la formule (2), on tire de là 



^ = =^^fo''^' 



et comme ^r est constamment positive, à cause que Ton a seule- 
<|ieat,égand à l'attraction des molécoles, il s^ensuit que l'ordonnée h 
sera positjve ou. négative,. et ^ par cokiséquent, que le liquide s'«lè*« 
vera ou s'abaissera dans le tube, seko qu'il 7. ^a terminé par une 
surface concave pu convexç; ce qui serait , en effet, conforme à 
l'expérience; Mais , dans la supposition de <pr positive pour toutes 

3 
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1m Yttk^uts de r/ noQ-'fieulement H^ mais ûusA Ji , serait positif; 
ùt^, on va voir que- la force K doit au contraire ^tre négative ^ pour 
faire <iquilibre à la pression extérieure ; c^ qui suffira pour rendre 
inadmissible Fhypothèse de fr constamment positive. 

(7). :Par< un point 0; (fig. 4) appartenant au filet norn^alWE^ et 
situé à une distance quelconque du point , menons un plan 
C,0|D, parallèle au plan tangent COD. L'action du liquide compris 
eïitre ces deux plans , sur la partie 00, de OE , sera évidemment 
nulle, puisqu'on y suppose la densité constante. Nous appellerons 
K^cù l'action sur 00, de l'autre portion du liquide terminée par le 
plan C|0,D|> laquelle action sera dirigée suivant O^E, et s'ajoutera h 
faction du ménisque qu'on a désignée précédemment par fz. Celle 
de la pesanteur, ou le poids de OOt décomposé suivant sa longueur, 
aura gpôtw pour valeur ^ en appelant a la perpendiculaire abaissée 
de sur le plan horizontal passant par O,, ou la différence de 
niveau 4e ces deux points. Enfin , en appelant tl la pression exté- 
rieure rapportée à l'unité de surface, qui sera, si l'on veut, la pres- 
sion atmosphérique, il y aura encore la force Ua> qui agira sur 00. 
dans le sens des forces précédentes. Pour l'équilibre de cette partie 
du filet OE, il faudra donc que la somme de toutes ces forces soît 
égalé ' a zéro , ou qu'on ait 

K, + /* 4- gfa + n =: o , (6) 

en supprimant le facteur comnmn ù>. 

Observons d'ailleurs qu'on a K, = K. En effet , soit M un point 
appartenant à 00», M, un point situé de Tàutré côté du plan CfiJ),, 
s^ et X leurs distances à ce plan , r. la distance MM| 9 u sa projection 
sur ce même plan ; nous aurons 

r/ =3 «• + ipc -iH^i)*. 
Le cosinus de l'angle EMM, sera "^ ' j le volume d'un anneau cir- 

eulaîre dont tow les points agissent également sar le point Al, «aufii 
pour expression ^vududa: , et celui de l'élémeiit de 00| qui ré^ 
pond à M, étant âkis^, on ep cottclura> sans difficuhë, 
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eo finq^pbéant que- 00^ ait une grandeur sensible, ou Au mmkB |>lnfc 
grande: que le rayô» d'activité mélëculaire , ce qui a pemib d'ëteadve 
jusqu'à l'infini l'intégrale relative à ^,. Or, en y emplojrant ic!s fattrea 
retr, au Ken de ^, et r,^' delte expressidn cbiaéide avec l'mie de ^«fUes 
que l'on à trouvées pour K dans \e u^ 2* 

Metta&t donc K à. la place de K, , ef pour /t aa valeur dans l'équa- 
tion d'é^ilîlnse de OOi, ou aura 

ce qui montre que K sera généralement une quantité négative, dépen- 
dante principalement de la pression extérieure et de l'enfoncement 
du point 0,, auquel elle répond. Si la surface du liquide est plane , 
et que le point 0^ n'en suit éloigné que d'une distance insensible , K 
sera simplement égal et contraire à la pression It , et nul quand le li- 
quide sera placé dans le vide. 

D'après la manière dont Laplace a formé les équations (4) et (5) , 
il n'a pas eu besoin de considérer la quantité K qui n'y est pas com- 
prise, ni de s'occuper de sa relation avec la pression extérieure; mais, 
suivant ses principes, cette quantité serait positive et extrêmement 
grande par rapport à H, ainsi qu'il le dit lui-même en plusieurs 
endroits, et comme cela résulterait effectivement des formules (1) 
et (2). Pour que- l'intégrale représentée par K puisse être négative, 
et que cependant l'intégrale que H représente reste positive , con- 
formément à l'expérience, il est indispensable d'avoir égard à Fat- 
traction des molécules et à leur ^^^ùlsion calorifique ; on regardera 
alors, dans les formules (i) et (2), la quantité p*^r comme exprimant 
l'excès de la force attractif -sur la force répul^ve, et ipr comme étant 
positive à toutes les, distances r où la première force l'emporte sur 
la. seconde, et.. négative a toutes les distances où c^est la secondé 
qnî surpassé là première (*) j mais nous allons faire voir que 
cette considération serait encore insuffisante ^ et que dans Ta théorie 

« • * r • 

^1 I I I ( I i^m^^mmim ■ 1 1 1 f >ii i I T ■ ■» — 1— m^i»^^» 1^,1,^1^. m .. . 1 m , ■■ n i,»^^— < « > 1 11 1 . I 1 I 

M 

{*) "NoximéeirmuiàïtB qiiii ocftte .iMiâîrii«ti6iLli aai tkétniiB a atté U^di^^ie fm l'Au- 
teur dans une note qui fait partie du Bulletin de la Société Philomatique, an- 
née 1819, page I2X .' . . 

3.. 
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de Laplace-^ ainsi modiifiée^ la quantité H/d'dù dépend l'élévation 
oiDrabâisseorant dû liquide, n'en devrait pas* moins être nulle ou 
insensible. « 

(8). Supposons que le 'filet OE , normal k la surface du liquide , ne 
soit plus cylindnque , et que Taire de la section perpendiculaire à 
sa longueur varie d'un point à un autre , quoiqu'elle soit toujours 
infiniment petite. La distance OM étant insensible et représentée par.<p, 
et 0) désignant toujours 1 élément de la surface du liquide au point 0, 
on poun'a représenter 1 aire de la section au point M par û> (i -f- ^•^) t 
en négligeant les puissances de s supérieures à la première , et dési- 
gnant par k un coefficient indépendant de cette variable. Si nous re- 
gardons aussi la longueur de 0.0, comme insensible, l'expression 
(j; ( 1 -f- ks) aura lieu dans toute cette longueur, et nous pourrons 
partager lé filet 00, en deux autres, l'un ayant une section cons- 
tante et égale à cû, et l'autre une section variable et exprimée par 
oks. Soient XJcûk et Wù^k les actions normales à la surface du li- 
quide,' et dirigées de dehors en-dedans, qui seront exercées sur la 
seconde partie de 00, , par le liquide que termine le plan €.0,0, et 
par le liquide compris entre ce plan et le plan tangent COD. Obser- 
vons que Faction du ménisque renfermé entre COD et AOB, sur cette 
partie de OQ, Test du même ordre que les quantités qu'on a négligées 
en calculant l'action /ulcû de ce ménisque sur la partie cylindrique de 00,, 
en sorte que /xcû exprimera encore l'action du ménisque sur le filet 
non cylindrique. Le poids de 00,, n'am'a pas non plus; changé Sensi- 
blement, et la pression extérieur^ qui à lieu à son extrémité 0, sera 
toujours lia». Pour l'équilibre de ÔÔ,, il faudra donc qu'on ait 

K, + ^ + pg'ût 4- n 4- U/r + VA: = o ; 

K, et pgcL étant les mêmes quantités que dans le numéro précédent. 
Or, l'équilibre devant exister, soit qu'il s'agisse d'un filet cylin- 
drique, ou soit que Ton considère un filet dont la section varie, il 
est nécessaire que cette équation ait lieu eu même temps que l'équa- 
tion (6), qui se rapportait au filel cylindrique. En retranchant l'une 
de l'autre, et supprimant le facteur commun A:, on aura donc 

U + V=:o. 
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Si Ton désigne par s^ la distance MO, et par Z la Longueur dé 00, , 
et que l'on conserve toutes les autres notations du numéro précédent , 
on aura sz=zl — j, , et l'expression de U sera 

r, étaat toujours donné par réquation 

r.* = «• + (a: 4- s.)\ 

Soit aussi s la distance d'un point quelconque du liquide au 
plan COD^ r^ sâi distance an point M, et u la, projection de r sur 
ce plan, en..$orte qu'on ait 

et que le cosinus de Tangle que fait / avec ME ait pour valeur 
— -p — ; nous aurons 

Ici l'on ne peut pas ^étendre jusqu'à Tinfini les intégrales i^elatives à 
s et /, lors même que / aurait une grandeur sensible , parce que r' 
n'a pas une valeur sensible pour toute valeur semblable de s' ou de s, 
mais seulement pour une pareille valeur de leur différence. 

En ayant égard à ce que K, i^présente, la valeur de U pourra 



s'écrire ainsi : 



U = ZK. — ^rf^f^f^<P^^ ^^^-^^y^ududxds,. 
Je fais d'abord 

et ensuite 

u ^= — ' , du =s — ' — • 

Vi+(jr + zY Vi+iy + zy' 

il en résultera 

U = /K, — ^'^f^gj r^^^r^dr, , 

en faisant^ pour abr^er, 



> » 
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A causé de 

J o [i+Cr + *)T ~ 4 (I + r)' ' 

nous aurons 

• 00 



a — l C :r<ir _ I . 



et d'après la formule (2), la valeur précédente de U deviendra 

U = /K, — H. 

L'intégrale triple que Y représente se réduit également à des inté- 
grales simples; mais cette transformation exige une attention parti- 
culière, et nous allons Teffectuer en détail dans le numéro suivant. 

(9). On a identiquement 
d'où il résulte 

et la première de ces deux intégrales s'évanouit, comme étant com- 
posée d'élémens qui sont deux à deux égaux et de signes con- 
traires. 

Je désigne par sf une variable positive , et je fais successivement 



s' — J = i', ^ — / = i^ 



et dans les deux cas 

En partageant la dernière intégrale en deux parties , dont l'une ré- 
ponde aux valeurs de s' plus grandes que s, et Tautre aux valeurs de s 
plus grandes que s\ nous aurons 

oU| ce qui est la même chose, 
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Soit maînteDaut 

l'intégrale étant prise dé manière qu'elle s^évanouisse avec /, c étant 
une constante qui représente ce que cette intégrale devient pour une 
valeur sensible de r^^ et <^r^ une fonction qui devient insensible pour 
toute valeur sensible de cette variable; on aura 

et, par conséquent, 



/>-')•'*-/,'(/! '•''*)*. 



en désignant par r la valeur de / qui répond ^ pss/ — ^,en sorte 
qu'on ait 

Au moyen de cette transformation, l'expression de Y devient 
d'abord ^ 

Soit encore 

les intégrales commençant avec i^, b ^a désignant leurs valeurs re^ 
latives à / ?= oo , OV et O V étant des fonctions qui s'évanouissent 
pour toute valeur de r' plus grande que le rayiHà d'activité moléoi^ 
laire; nous aurons 



et ensuite 



f^ Vw/v=:=a— •"(/ — j). 
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Il en résultera donc 



ou , ce qui csl la même chose , 

en mettant / — ^ et — ds, au lieu de s et ds^ En intégrant par partie ^ 
et observant que 

il vient 



r <lf"sds r= /«"/ + r' s<lf'sds. 

J O J O 



Si l'on suppose l plus grand que le rayon d'activité moléculaire , il 
faudra supprimer le terme compris hors du signe y, et la valeur pré- 
cédente de y se réduira à 



V = y^Tf* (21 s<b'sds — ai\ 
J'intègVe encore deux fois de suite par partie , et ^ à cause de 

on trouve 

en employant la lettre r au lieu de s sous le signe f, et étendant 
'intégrale jusqu'à r s=: 00 , ce qui est permis, puisque ^r est insensible 
à ht limite rsâ: Z et au-delà. On trouvera de même 

on aura donc 
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expression qui est la même cbose que 

en vertu des formules (i) et (a). 

(lo). Je substitue cette valeur de Y et celle de U dans Tëquation 
U + V= o; en observant que K = K,, elle se réduit à H = o : 
ce coefficient H serait donc nul , ou de l'ordre des quantités tout-à- 
fait insensibles qu'on a négligées dans les calculs précédens; ce qu'il 
s'agissait de démontrer. C'est aussi ce que j'avais déjà prouvé d'une ma- 
nière différente dans le Mémoire cité au commencement de cet ouvrage^ 
où j'exprimais les actions des différentes parties du liquide par des 
sommes 2 non réduites à des intégrales. Il s'ensuivrait que la surface 
d'un liquide contenu dans un tube capillaire resterait horizontale , et 
que le liquide ne s'élèverait ni ne s'abaisserait au-dessus ou au- 
dessous de son niveau extérieur; mais ce résultat tient à ce que 
nous n'avons pas eu égard à la dilatation du liquide qui a lieu près 
de sa surface ; et quoique la loi de sa densité dans l'épaisseur de la 
couche superficielle dépende de celle de l'action moléculaire , et ne 
puisse pas être déterminée , nous ferons voir néanmoins, dans la suite 
de cet ouvrage , que d'après cette variation rapide de densité , faction 
du liquide sur le filet 00. ne diffère pas sensiblement, soit qu'on le 
suppose cylindrique ou qu'il ne le soit pas. L'équation d'équilibre de 
00, est identiquement la même dans les deux cas, et ne peut plus 
servir qu'à déterminer la valeur de K,. 

Il n'est pas inutile de remarquer que la valeur de V dont nous avons 
fait usage, se déduit de celle de U que l'on obtient, comme on l'a vu , 
beaucoup plus simplement. En effet , puisqu'on ne tient pas compte de 
la variation de densité du liquide, ces valeurs sont les mêmes que si 
00, était pris dans son intérieur, et que le liquide s'étendit indéfiniment 
au-delà de la surface AOB. Dans cette hypothèse, désignons par F l'ac- 
tion du liquide terminé par le plan tangent COD sur le filet normal et 
extérieur 00,, par F, l'action exercée en sens contraire sur ce filet par 
le liquide , également indéfini , que termine le plan C,0,Dj , et par 
\kcùf comme précédemment, l'action du liquide compris entre ces 
deux plans, sur ce même filet 00, et dans le même sens que F,. Fai- 
sons abstraction de la pesanteur, ou, autrement dit, supposons 00| 

4 
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horizontal ; pour Téquilibre de cette partie intérieure du liquide , il 

faudra qu'on ait 

F, ^- \kc» = F. 

D'après ce quW a vu précédemment (n*" 8), et à cause de K, =K, la 
valeur complète de F, sera 

Si Ton appelle cê^ la section de OOt qui répond au point 0. , il est 
évident que la valeur de F se déduira de celle de F, , en y mettant 
^, et — -A: au lieu de a» et A: ^ en sorte que Ton aura 

F =Ka>,— (ZK— H)*û>.. 

Je substitue ces deux valeurs dans Téquation précédente; il en résulte 

\ka> = (H — ZK) A ((» . + ») + K (» . — û)) ; 

et, à cause de û), = ûr(i + ik), on aura 

V= aH — /K, 

en négligeant Z'K et ZH; quantités qui dépendent , d'après les for- 
mulej^(i)et (2), d'un même nombre de facteurs de grandeur insen- 
sible. Ce résultat servirait , au besoin, à confirmer l'analyse du nu- 
méro précédent , qui nous a conduit à la même valeur de V. 

(11). Non-seulement il faut avoir égard à la variation rapide de 
densité des liquides près de leurs surfaces^ pour expliquer les phé«- 
nomènes capillaires, sans laquelle ils n'auraient pas lieu, mais, quel- 
que peu compressible que l'on suppose un liquide, il faudra encore 
tenir compte, dans le calcul des pressions intérieures, des très pe- 
tites condensations qu'il éprouve en vertu de son poids et de la 
pression extérieure , et aussi des variations de chaleur dont ces con- 
densations sont accompagnées , à température égale. 

Soit, en effet, M un point situé dans l'intérieur d'un liquide pe* 
sant. Par ce point, menons un plan qui divise le liquide en deux 
parties, que nous appellerons A et fi; élevons dans fi un cylindre 
C perpendiculaire à ce plan , dont la base comprenne le point M et 
soit représentée par cû ; prenons les dimensions de o), non pas in- 
finiment petites, mais seulement très petites par rapport au rayon 
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d'actirité des molécules : si nous appelons top Târction exercée par A 
sur C suivant la direction de ce cylindre , le coeflScient p sera la pres- 
sion normale de A sur B, rapportée à l'unité de surface et relative 
au point M, ou ce qu'on appelle orc^airejioent la pression inté- 
rieure^ laquelle est la même en tous >CTi^2^i|tour de chaque point 
d'un fluide quelconque en équilibre, i 

Supposons que le plan mené par M* soit horizontal, et que le 
cylindre vertical C s'élève jusqu'à la surface libre du liquide , qui 
sera aussi plane et horizontale, ^oit P le poids de C , et Wcù la 
pression extérieure qui a lieu à son extrémité. Pour l'équilibre de 
C , il faudra qu'on ait 

/?û» = P + Ucù ; 

^t si le liquide est homogène , et que l'on désigne par f sa densité, par g 
la gravité , par z la hauteur de G , en sorte qu'où ait P = fgzm , il en 
résultera 

p = rgz + U; 

ce qui montre que p variera avec la profondeur z de M et la gran- 
deur de n. Or, dans un liquide homogène, la force provenant des 
actions moléculaires que p représente ne peut varier qu'à raison de 
la condensation du liquide et de la quantité de chaleur de ses mo- 
lécules; quoique ces deux élémens soient très peu différens dans 
toute la hauteur du liquide et pour des valeurs très inégales de II, 
si la température est supposée constante (^), il faudra donc néan* 
moins avoir égard à leurs variations dans le calcul de p. 

(12). Pour mieux connaître la nature de cette quantité^, soit ^ le 



(^ La température d'un corps est Teffet de la quantité de chaleur qu'il commu- 
nique ou qu'il enlève à un autre corps , appelé thermomètre, jusqu'à ce que celui- 
ci ait cessé de se dilater ou de se contracter. Pour un même thermomëlre et pour 
deux parties différentes d'un corps homogène, cette quantité de chaleur dépendra 
de la chaleur propre de chacune des molécules et du nombre de celles qui seront 
contenues sous un Tolume donné. A température égale, la chaleur propre des 
molécules yariera donc avec ce nombre ou avec le degré de condensation d'un corps 
homogène, et ne sera pas exactemement la même, par exemple, dans toute la hau- 
teur d'un liquide soumis à la pesanteur. 

4,. 
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volume dune portion du liquide compreuant le point M, et dont les 
dimensions soient insensibles, mais qui reoferme néanmoins un nombre 
immense de molécules. Eu représentant ce nombre par n, et faisant 



^' 



é sera ce que j'ai appelé, dai^ différens Mémoires, Tintervalle moyen 
des molécules autour du point M. Le produit pt» exprimant la 
somme des actions de toutes les molécules de A sur toutes celles 
de G, décomposées suivant la longueur de ce cylindre, il est évident 
que, toutes choses d'ailleurs égales, la valeur de p variera avec €. Si 
£ était infiniment petit, la somme dont il s'agit s'obtiendrait par des 
intégrations, et la valeur de p serait donnée par une intégrale qua- 
druple, facilement réductible à une intégrale simple. Mais < ayant 
une valeur finie et déterminée, cettAntégrale ne représentera qu'une 
partie de la valeur de p, et il y faudra ajouter une autre partie dé- 
pendante de la grandeur de s, pour avoir la valeur complète de p. 
Désignons par ^ et à intégrale et la correction qu'on y doit faire , 
en sorte qu'on ait exactement 

=s <9* -4- Ar 



Quoique € soit extrêmement petit et tout-4i-fait insensible , même à 
regard du rayon d'activité des molécules, cependant je dis qu'on 
ne pourra pas négliger A par rapport k ^ , et que le premier terme 
de la valeur de p ne suffirait pas pour satisfaire aux conditions du 
numéro précédent. 

En effet , soit r la distance d'un point m' de A à un point m de C. 
Désignons par ik^ et dsf les élémens de volume qui répondent à ces 
deux points, et ^^t frds^dbJ l'action mutuelle des quantités de ma- 
tière et de chaleur contenues dans ces deux élémens ; en soi^e que 
jr soit la mesure de Taction moléculaire à la distance r et rappor- 
tée aux unités de volume. Nous regarderons cette force comme po- 
sitive ou comme négative, selon qu'elle sera répulsive ou attrac- 
tive. En désignant par s et / les pei^ndiculaires abaissées de m 
et m! sur le plan qui termine A , la force frd^ds/ appliquée au point 
m de G, perpendiculaire à ce plan et dirigée du dedans au dehors 
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de A 9 ou tendante à augmenter s , aura pour expression 

On en déduira la valeur de ^cù par des Intégrations étendues à tous 
les élémens dv de C et d{f\ de A ; mais vu la petitesse supposée de 
cû, l'intégration relative à tous les points d'une section de C per- 
pendiculaire à sa longueur, se réduira à remplacer d\^ par cùds dans 
la différentielle. De plus, celle qui répond à tous les points de A si- 
tués à une même distance u de l'axe de C , consistera k remplacer 
dv' par nTTududs*; et par la nature de la fonction fr, on pourra 
ensuite étendre depuis zéro jusqu'à l'infini , les intégrales relatives 
k u, s, s'; en supprimant le facteur cà, on aura donc 



nsr = ^'^f^f^f^ t±jLfr.ududsds', 
et en même temps 

/- = «• + (j + s'y. 

Pour l'objet que nous nous proposons maintenant, nous pourrions 
conserver la valeur de v sous cette forme ; mais, dans le n° 2 , nous 
avons réduit une semblable intégrale triple à une intégrale simple , 
de manière qu'on a 

Or , si l'on comprime le. liquide ^ et que son volume soit diminué 
dans un rapport de i — - cf à Tunité, le nombre des molécules conte- 
nues dans l'unité de volume augmentera dans le rapport inverse. A 
distance égale , l'attraction de molécule à molécule ne changera pas ; et 
s'il en était de même à l'égard de la répulsion calorifique, la quantité 
fr augmenterait dans le rapport de l'unité au carré de i — J^. Mais 
rintensité de la répulsion dimim^int à raison de la perte de chaleur 
plus ou moins sensible qui accompagne la condensation du liquide , 
la valeur de^r croîtra dans im rapport encore moindre que celui 
de l'unité à (i -^ J^)*; par conséquent, la nouvelle valeur de po- 
sera moitidre que la précédente, divisée par (i — J^)*. De là, il ré- 
sulte que si la quantité p se réduisait à son premier terme 9, il 
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serait impossible qu'elle variât dans le rapport de la pression exté- 
rieure près de la surface du liquide , et qu'elle augmentât dans son 
intérieur proportionnellement à la distance du point M à cette sur-- 
face; car, pour de très grands accroissemens de pression, J^ est une 
fraction extrêmement petite dans les liquides, qu'on appelle, pour 
cette raison , fluides incompressibles. 

Ainsi, pour remplir les conditions du numéro précédent, la somme 
que p représente ne peut pas être réduite à une intégrale , et il faut 
avoir égard aux deux termes <2r et A de sa valeur complète. Malgré 
la petitesse de €, le second terme peut effectivement devenir compa- 
rable et même supérieur au premier, lorsque les deux forces attrac- 
tive et répulsive, dont Jr provient, sont l'une et l'autre extrêmement 
grandes par rapport à leur différence. On peut voir sur ce point les 
développemens et les exemples que j'ai donnés dans mon Mémoire 
sur les équations générales de l'équilibre et du mouvement des corps 
solides élastiques et des fluides (*). 

(i5). La quantité p est la pression sur un plan; celle qui a lieu sur 
une surface courbe , suivant une direction perpendiculaire à son plan 
tangent , se composera de deux parties , l'une qui sera la même que p, 
et l'autre qui dépendra de la courbure de la surface. L'une et l'autre 
seront des sommes relatives aux distances des molécules ; et si l'on re- 
présente la première par 2R, R étant une fonction de la distance r, 

la seconde sera de la forme r SrR , en désignant par h une ligne dé- 
pendante des rajons de courbure , et ce diviseur linéaire étant com- 
pensé , pour rhomogénétté des quantités , par le facteur r contenu sous 
le signe Z. Or, la variable r ne recevant que des valeurs insensi- 
bles , afin que R ne s'évanouisse pas , et la constante h ayant au 
contraire une grandeur donnée, le second terme serait, en géné- 
ral, insensible par rapport au premier; et celui-ci n'étant pas ex- 
trêmement grand , les phénomènes capillaires qui dépendent du 
terme relatif à la courbure seraient aussi insensibles. Mais cette nou- 
velle difficidté n'a plus lieu, si, comme on l'a dit tout à l'heure , 
l'action moléculaire provient de deux forces contraires, dont cha- 



(*) Journal de T École Poly technique, 20* cahier, qui paraîtra incessa in ment. 
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cane est extrêmement grande, eu égard à letir dififérence; circons- 
tance qui peut rendre la quantité t SrR comparable et même supé- / 

rieure à 2R. Toutefois , la somme SB. étant irréductible y d'après 
cette circonstance même y à une iplégrale, il n'en faut pas condure 
que la même chose aura également lieu pour la somme 2rR, On 
se convaincra sans peine du contraire par des exemples auxquels on 
appliquera la formule d'Euler , r^tWe à ce genre de réducti<Mis , 
et qui montreront que si la premièi*6 soaime est irréductible par la 
nature de la fonction R , et malgré la petitesse des diflerences 4e r, 
la seconde ne le sera pas en général.* 

Pour rendre les calculs plus ç^pmmçdes et plus conformes aux 
usages ordinaires, nous pourrons donc déterminer par des intégrales 
définies les parties des presôion^ qui répondent aux courjbuiies- des 
surfaces 9 et généralement les sommes relatives à des fonctions qui 
contiendront un facteur de grandeur insensible, de plus que la fonc* 
tiou soumise à la sommation dans le calcul de la piiession normale 
à une surface plane; ce qui ne dispensera pas d'avoir égard à la 
variation rapide de la densité, quand il s'agira de la couche super-^ 
ficiclle du liquide, ainsi qu'on en a fait voir plus haut la nécessité* 
Vu l'extrême petitesse de l'intervalle qu'on a désigné par €, et qu'on 
regarde comme insensible à l'égard même du rayon d'activité des 
molécules, la décomposition du volume en élémens infiniment petits 
et le cliangement des sommes en intégrales, d'api'ès la formule citée 
d'Euler, ne pourront donner lieu à aucune erreur sensible. Quant à 
la somme d'où dépend la pression sur un plan , et qui fait exception a 
la règle générale, c'est-à-dire qui n'est pas réductible à une intégrale, 
il nous suilira d'avoir expliqué comment elle peut varier, suivant un 
rapport quelconque, pour des variations très petites dans les inter- 
valles moléculaires , provenant du degré d^ cofidênsation du liquide. 
Nous n^aurons pas besoin d'en calculer à priori la valeur; elle dé- 
pendra de la pression extérieure, de la pesanteur et des autres forces 
données qui agissent sur le liquide; et son expression en fonction des 
coordonnées d'un point quelconque , se déduira , comme de coutume, 
des équations de l'Hydi^tistatique. 

(i4)« Jusquld nous ne nous sommes point occupés de l'action du 
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tube sur le liquide dans lequel il est plongé. En calculant la partie d& 
cette force qui est employée à soutenir le liquide au-dessus de son 
niveau, Laplace n'a point égard a l'état de compression de la couche 
sur laquelle elle s'exerce. Nous allons d'abord rappeler Téquation 
entre le poids du. liquide soulevé et les actions du tube et du li- 
quide extérieur y qu'il obtient en regardant sa densité comme cons- 
tante ; puis nous montrerons la nécessité de tenir compte de la va- 
riation rapide qu'elle éprouve près de& parois du tube, aussi bien 
qu'à la surface libre du liquide. 

Supposons que la surface intérieure du tube soit cylindrique et 
verticale, et que son extrémité inférieure ait une forme quelconque. 
Là figure 5 représente une section verticale du tube et du liquide ; 
la droite DE et les courbes EF et AOB sont la génératrice de la 
surface cylindrique et les sections de la surface inférieure du tube 
et de la surface libre du liquide. Dans ce plan vertical^ et à une 
distance insensible de DE, soit OCK l'axe d'un filet fluide vertical 
d'une épaisseur infiniment petite et constante , et D'CK^ celui d'un 
semblable filet , dont la partie D'C appartient au tube , et la partie 
C'K' au liquide , en sorte que G^ est le point où cette droite rencontre 
la surface inférieure du tube. A une distance sensible au-dessous de 
cette surface, menons un plan horizontal GH qui coupe les deux 
filets en K et K^, et le prolongement de DE au point L. Par les points 
O et C, menons deux plans parallèles à GH. Soient 0' et G leurs 
points de rencontre avec le second et avec le premier filet. Suppo- 
sons que O'D^ et O'C^ aient des longueurs sensibles, ou, autrement 
dit, supposons que les extrémités du tube soient sensiblement au- 
dessus ou aurdessous de la surface AOB du liquide contenu dans son 
intérieur. 

Dans l'hypothèse d'une densité constante et de l'homogénéité du 
liquide , et la matière du tube étant aussi homogène , les actions 
verticales de O'C sur OC et de C'K' sur CK seront nulles j car il n'y 
aurait aucune raison pour qu'elles fussent dirigées plutôt de bas en 
haut que de haut en bas. Les longueurs de D'O' et CK étant sensi- 
bles, il est aussi évident que l'action de D'O^ sur OK est la même que 
celle de D'C sur CK. Ainsi l'action verticale du filet entier D'K' sur le 
)Sl|et OK se composera de celle de CK! sur CO et de deux fois celle de 



DE L'ACTION CAPILLAIRE- 55 

DX)^ sur CK; et la même chose aura lieu pour tous les autres 
filets Verticaux dans lesquels on pourra décomposer le tube 6t le 
liquide. 

Cela pose, appelons A le liquide contenu dans un cylindre yér«- 
tical qui a sa base sur le plan GH et dont la génératrice est la droite 
OL tangente à la paroi du tube ^ et B le liquide situé autour de ce 
cylindre et au-dessous de GH. Il suit de ce qui précède que les actions 
verticales du tube et de B sur A seront indépendantes de la surface 
inférieure du tube, dont la section verticale est représentée par EG¥, 
en sorte qu'on pourra remplacer cette surface par un plan horizontal. 
Si Ton . désigne alors par R Faction de B sur la partie de A située 
aurdessDS de ce plan^ et par R^ Faction du tube sur la partie de A 
située an-rdessous de oe même- plan, et si Fon suppose que la première 
force s'exerce dans le sens de la pesanteur , et la seconde dans le sens 
contraire I Faction totale du tube et de B pour soulever A aura pour 
valeur i^R'— R, d'après ce. qu'on vient de démontrer. Désignons , 
•en outre, par a Faire de la base de A, et par et la distance du plan 
GH de cette base , au niveau du liquide en dehors du tube ; le poids 
du liquide compris entre ces deux plans horizontaux sera égal à 
fgeta ; la pression exercée en sens contraire sm' a , ou Faction du 
liquide situé au-dessous de GH sur A , sera équivalente à lïa-^-gfaa , 
eii représentant toujours par U la pression atmosphérique rapportée 
à l'unit^ de surface. De plus, cette derûière pression s'exevcerâ 
aussi normalement et de dehors en dedans, en tous les pointe de 
la surface supérieure de A ; et la somme de ses composantes ver- 
ticales sera , comme on sait , égale à Jla ; quelle que soit cette sur- 
face. Soit enfin g/aa-{-A le poids de A; A étant une quantité 
inconnue , positive ou négative , qui exprimera le poids du liquide 
soulevé ou abaissé par Faction capillaire : en ayant égard à toutes 
«es forces verticales , et supprimant celles qui sont, égales et con- 
traires, il faudra quon ait 

aR'-R = A, (7)' 

pour Féquilibre de A. 

(i5). U restera maintenant k former les expressions de R et R\ Or, 
soit^ilf un élément infiniment petit du contour de a ; par les deux extré- 

S 
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mités de ds f menons des plans perpendiculaires à sa direction qui se 
couperont suivant une verticale passant par le centre de courbure de 
ce contour ; partageons le segment de A compris entre ces deux plans, 
en filets infiniment minces par des plans verticaux parallèles à ds ; 
et soit u la distance de l'un de ces filets au plan vertical passant 
par ds. On pourra exprimer sa base par (i — ku)dsdu, en suppo^ 
saut ce filet compris dans la sphère d activité de B, négligeant les 
puissances de u supérieures à la première , et désignant par k un 
coefficient constant qui dépendra de la courbure du contour de a, au 
point qui répond à ds. La base d'un filet extérieur , appartenant à B , 
qui répondra k un autre élément ds^ de ce contour, sera en même 
temps ( l '^ kfi/)ds'du! ; u' étant la distance insensible de ce second 
filet à la surface de A , et A< ce que devient k au point correspondant 
à ds'. De là , on conclura sans difficulté 

R= F'jrjMr ^-^ (i — ku) (i + k'u') dzdzfdudi/dsds' , 

en faisant 

r» = JC* + (w + 2^)' + (2 + ^')% 

désignant par (pr la même fonction que précédemment (n* 2), 
par a: la projection de l'arc compris entre ds et ds' sur le prolonge- 
ment de ^ , et par z^ et z! les perpendiculaires abaissées d'un point 
de A et d'un point de B sur le plan GH , de manière que r soit la 
distance d'un point à l'autre. Au degré d'approximation où l'on s'est 
arrêté dans tout ce qui précède, on devra réduire à l'unité les fac- 
teurs I — A7£ et 1 «-H ^^'» On pourra aussi , sans erreur sensible , 
prendre ds'^szdx. On pourra ensuite étendre depuis zéro jusqu'à 
rînfini, les intégrales relatives k Uf u' , z , z', et l'intégrale rela- 
tive à a: , depuis or = — 00 jusqu'à jc = + 00 , ou seulement depuis 
X r= o jusqu'à x= «d , en doublant le résultat. En faisant 

^fW/PPr ^^ dzdz'dudu'dx = q , 
et prenant les cinq intégrales depuis zéro jusqu'à l'infini , on aura donc 

K^/qds. 
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Cette dernière intégrale devra s'étendre à tous les points du amtonr 

de a ; et comme q ne yariera pas d'un point à un autre , il s'ensuit 

que si Ton appelle c la longueur entière de ce contour^ on aura 

simplement 

R s= cq. 

Si Ton désigne par (p'r Tattraction mutuelle de la matière du tube 
et de celle du liquide^ relative à la distance r et rapportée aux unités 
de masse ^ ou par ff'^'r^ cette attraction rapportée aux unités de 
volume, / et / étant les densités des deux matières , et si Ton 
re{M*ésente par q' ce que q devient , quand on y met pp'^V au lieu 
de p*^r, on trouvera de même 

R' = cç' î 

au moyen de quoi l'équation (7) deviendra 

A = (2î' - q)c. (8) 

(i6). Llntégrale quintuple que q représente se réduit facilement à 
une intégrale simple. En y mettant d'abord zx p tIx^ uxp ï/x ^ 
xdz y xd:^y xdu , xdi/, au lieu de z, zf, u, uf, et de leurs premières 
différentielles , les limites zéro et l'infini ne seront pas changées ; et 
si l'on observe ensuite qu'on aura 

r m dr 

il en résultera 

q s=s ^Jif^l r^rdr , 

en faisant, pour abréger, 



fffJv 



(z + 7!)dzéb!dudU 



+ (ll+l|')*+(X + 0*]'* 



L'intégration relative i l'une de ces ({uatre variables ykif par exemple, 
s'effectue immédiatement; et ii cause des limites / ta^o et ii^:sKo , 
on a ' 

-v I rrr dsdudu' 

^ ^ yjj tnF^r+TFT^' 

5.. 
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fe fais 

ce qui donne 

« I rP duâii ^^ 



I rr dudu' r^ dj 



et comme cette intégrale relative à/ est égale k^Tr^ un en conclut 






Ott^ ce qui est la même chose, 
ou bien , enfin , 

En comparant cette valeur de ^ à la formule (2) , on voit qae 
g s= ^ H. La même réduction s'appliquera à l'expression de q' ; et 
de cette manière, l'éqnation (8) coïucidera avec celle qui est désignée 
par (p) dans la Mécanique céleste (^). 

(i 7). Pour faire voir maintenant l'inexactitude du coefficient de c dans 
cette équation , et la nécessité d'avoir égard à la variation de densité 
du liquide près de la paroi du tube , menons un plan horizontal 6H 
(fig. 6) , à une distance sensible au-dessous de la surface AOB du liquide 
et au-dessus de l'extrémité EF du tube, qui coupe en L la génératrice 
DE de sa paroi cylindrique. Supposons le point situé à une distance 
insensible de cette paroi, plus grande cependant que le rayon d'activité 
des points du tube sur ceux du liquide. Par le point , menons une 
verticale OKC qui rencontre au point K le plan QK , et que nous 
prendrons pour la génératrice d'une surface cylindrique parallèle à 
la paroi du tube , ou dont tous les points seront à une même dis- 
tance KL de cette paroi. Cette surface cylindrique et le plan 6K 



(*) Supplément à la Théorie de F Action capillaire, page 17. 
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partageront le liquide contenu dans le tube en quatre parties. Nous 
appellerons C et G les parties coniprises entre cette surface et la paroi^ 
la première au-dessus et la seconde au-dessous du plan GH^ c'est- 
à-dire les parties qui repondent à OKLA et à CKLE, et nous dési- 
gnerons par D et D' les deux autres parties qui répondent respec- 
tivement à BOKH et CRH. Soient Q, Q', P, les actions verticales 
et dirigées dans le sens de la pesanteur, exercées par D, D', C, sur C. 
Comme on peut négliger, par rapport à ces forces, le poids de C et 
la pression atmosphérique qui a lieu à son extrémité supérieure , 
à cause que l'épaisseur KL de cette couche liquide est insensible , 
et que dailleurs l'action verticale du tube sur chaeun des points 
de C est évidemment nulle, il s'ensuit qu'on aura pour son équilibre 
l'équation 

Q+Q'+P = o. (9> 

Je déterminerai la force Q par la considération de l'équilibre de D. 
Soit b la base de D ; supposons son plan à une distance € aurdessous 
du niyeau extérieur : la pression qui a lieu sur cette base en sens 
contraire de la pesanteur , et qui provient des actions réunies de C 
et D', sera équivalente à nb'\-gpbC; la pression qui s'exercera 
sur la surface supérieure de D , décomposée dans le sens de la pesan- 
teur, sera égale k ïlb; le poids de D aura pour valeur gfb€-\-ùk ; 
et l'on pourra regarder cette inconnue A comme étant la même que 
dans le n"" 14 p puisque la différence serait le poids d'une couche 
liquide d'une épaisseur insensible. La réactioa étant égale et contraire 
à l'action, il faudra représenter par — Q l'action verticale et dirigée 
dans le sens de la pesanteur, exercée par C sur D. En considérant ces 
différentes forces verticales , supprimant celles qui se détruisent, et 
observant que, par hypothèse^ Faction du tube 'ne s'étend pas 
jusqu'à D, nous aurons 

pour l'équilibre de cette partie du liquide. 

La force Q' ne différera pas sensiblement de la fi>rce R du n* 1 4 ; 
car elles seraient entre elles dans le rapport du contour c de la base a 
à celui de la base b , que Ton peut prendra l'un pour l'autre. Ainsi 



/ 
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l'oa aura 

Q' = R==C9. 

Quant à la force P, son expression différera de ceDe de R en 
intégrale quintuple, par le signe de w', et par les limites relatives à 
w et w' , c'est-à-dire Ique Ton aura 

r*=a:» + (M — w')' + (« + 2')*; 

les intégrales relatives kx, z, z', étant toujours «éro et l'infini; maïs 
celles qui répondent à « et 1/ ne s'étendant que depuis zéro jusqu'à /, 
en désignant par l la longueur de KL. 

Soit *r une fonction qui devienne insensible pour toute valeur sen- 
sible de r; faisons 



nous aurons 



j'%r^^dz'z=.<br'i 



r' étant ce que devient r à la limite 2'= o. En intégrant par par- 
tie , on aura 

r, étant la valeur de / relative à m = ^. A cause du facteur /, on peut 
Sipprimer le terme compris en-dehors du signe /; on aura donc 

et par conséquent, 

r^^z=:a^^z^^{u — if)\ 

Soit encore 

jc s=: ^ cos i' , 2 = ^ sîn p. 

Si l'on substitue ces variables jr et9kx^%z/û faudra prendre 
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les limites qui répondent à xzszo et jss=o, j^ssoo et z = oo , seront 
^=0 et p=:Oy J^ = oo et p=z=-wj en effectuant Imtégration 
relative à sfp il en résultera donc 

Or I cette intégrale triple est la même que celle qui entre dans Vex-^ 
pression de Y du n^ 8 ; par lanalyse du n® 9 , on en conclura donc 



I Y*^ 



ncq 



en négligeant toujours le terme qui aurait le facteur Z, et ayant égard 
à la valeur de q du n^ i6. 

Ces valeurs de Q, Q', P, réduisent Véquation (9) à 

m 

Or, pour que cette valeur de A s'accordât avec celle qui est donnée 
par l'équation (8), il faudrait qu'on eut q'=qi ce qui exigerait que la 
matière du tube fut la même que celle du liquj^e. Dans ce cas , en 
effet , le liquide n'éprouverait aucune compression près du tube , et 
les calculs précédens, fondés sur Thypotlièse d'une densité cons- 
tante , seraient applicables; mais, dans tout autre cas, il sera indis-* 
pensable d'avoir égard à la variation rapide de densité du liquide 
dans l'étendue de la sphère d'activité du tube , puisqu'on en faisant 
abstraction, on est conduit à deux valeurs de A, qui ne sauraient 
être égales entre elles. 

On peut remar(|uer qiie si l'équation Asscq avait réellement lieu , 
le poids soulevé ou abaissé par l'action capillaire ne dépendrait aucu- 
nement de la matière du tube. En ayant égard à la répulsion calorifique, 
aussi bien qu'à l'attraction des molécules du liquide , et supposant , en 
eonséquence, que la fonction f r peut changer de signe dans l'étendue 
de ses valeurs sensibles, l'intégrale que q représente pourrait être po- 
sittve ou négative. Le poids à serait de même sigoe que q on qUe 
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en employant la. lettre Ç au; liea éd z, dans la seconde intégrale , ce 
qui I change r^ en r', ef réduisant ensuite les deox intégrales k une 
seule i et si l'on met -^ {u-^uf) ^ et — - (u -h «0 ^C ^ '^ place de Ç er 
^, on eh conclura 

II sera permis maintenant d'étendre les intégrales relatives k u 
et à i/ depuis zéro jusqu'à l'infini ; celle qui répond à x aura pour 
limites db oo , ou seulement ;r = oet:r=oo^en doublant le résultat. 
Nous aurons donc 

fffZdudufdx =z2f^f^f^f^^y<bi''^^ 
Soit encore , comme dans le n* 9, 



il en résultera 



''*''=- ^* 



^'^ / ~~ 7+? du' ' 



et par conséquent 

à cause que ^ r^ s'éranouit à la limite u'zszao . Si donc nous met- 
tons xu et xdu au lieu de uetdu, et si nous employons r au lieu 
de r^y nous aurons 



Cette dernière équation donne 

jr rdr 

XuXtSs 



d'où l'on conclut 
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ç est- à-dire , 

en effectuant ^intégration relative k u, et ensuite celle qui répond à ^. 
D'après celte réduction de l'intégrale relative à z, z', u, u% a:, et 
eu mettant pour 6 sa valeur *— cot o) , l'expression de Q deviendra 

/flO 
r<b*rdr ./cos cùds. 

En intégrant par partie ^ il vient 

d'où l'on conclut (n* 16) 

Q = — qfcos ùûds. (10) 

Cette intégrale relative à ds devra s'étendre au contour entier dé 
la base de D. Or , je dis qu'il y faudra considérer cos ai comme 
une quantité constante • En effet, à l'on mené par les extrémités 
de ds deux plans perpendiculaires à cet élément , — q cos ceds sera 
la partie de Q qui agira sur le segment de C compris entre ces deux 
plans; l'action verticale du surplus de C sur ce segment se compo- 
sera de '.forces qui se. détruiront deux à deux ; on pourra négHger le 
poids de ce segment par rapport à la force — -«^ 00s e»ds, qui devra alors 
£siire équilibre aux parties des forces Q' et P qui lussent sur Qe 
même segment, lesqudles iiaroes ne varient pas en passant du point K 
à un autre point du contour de D ; il faudra donc que cos â^ ne varice 
pas vuoa plus; et cela tient à ce <pie les quantités dépendantes de 
la courbure du tube, qui changent d'un point à un autre quand la 
base n'est pas circulaire, disparaissent de Texpression des forces que 
nous considérons, ainsi qu'on l'a vu dans le n^ i5, à Tégard d'une 
autre force R de la même nature. En appelant donc c le contour 
entier de la base de D , nous aurons enfin 

Q = — cg cos C0 , 

pour la valeur de Q qu'il s'agissait de calculer. 

6.. 
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(19). Cette force étant égale à Â d apïès le n* 17 , il faudra qu'on ait 

A =s — cq cos Où. 

En vertu de l'équation (8)» dans laquelle c est sensiblement le même 
que dans celle-^i ^ on aura donc aussi 

q ^^ 2q' = q COS (». (i i) 

Laplace est parvenu à cette équation par la comparaison de deux 
méthodes différentes ; ce qui laissait à désirer un moyen plus direct 
de l'obtenir; mais il ne faut pas oublier que le premier membre est 
en erreur , parce qu'on a négligé la compression du liquide près du 
tube, et le coefiScient de cos ai dans le second^ parce qu'on n'a pas 
tenu compte de la variation de la densité près de la surface libre. 
En s'arrétant à la formule (lo), cette expression de Q et l'équation 
Q = A du n"" }j, auront encore lieu, lors même que la partie D du 
liquide sera terminée par une surface cylindrique quelconque qui ne 
sera ni parallèle à la paroi du tube, ni à une distance insensible 
de cette paroi , pourvu qu'elle soit verticale. Quand la valeur de cos a> 
sera donnée en fonction de s, d'après la courbe d'intersection de cette 
surface et de celle qui termine le liquide, l'équation (10) fera con- 
naître la valeur de Q , on du poids A du liquide soulevé ou abaissé par 
l'action capillaire et contenu dansD. Or, si la paroi cylindrique du 
tube est à base circulaire , il est évident que la surface supérieure 
du liquide sera une surface de révolution qui aura pour axe celui 
de la paroi. Si de plus D est terminé par une surface cylindrique 
ayant le même axe et dont nous représenterons le rayon par jc, 
l'intersection de ces deux surfaces sera un cercle , et cos ^ ne variera 
pas d'un point à un autre de cette courbe ; sa longueur étant o^x ,. 
on aura donc 

A = — aTTJcjcosû) , (la) 

en vertu de la formule (10). 

Comme cette équation aura lieu pour un point quelconque de 
la courbe AOB, dont la distance à l'axe de révolution est ^r , on en 
pourra déduire l'équation de cette courbe , ou de la surface du li- 
quide dont elle est la génératrice; et l'on y parvient, en effet, en ia' 
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différentiant par rapport à or. Qn a évidemnient 

dà = 27r(gzxda: , 

en appelant z l'ordonnée du point ^ rapportée au niveau du liquide 
en-dehors du tube. La différentielle dcà est Fangle de contingence 
de la courbe AOB au point ; si Ton appelle X son rayon de courbure 
au même points on aura donc 



drj> = \s/dx^ + dz^; 



on aura , en outre , 



sin co \/djc* + dz* = djo ; 
et en différentiant l'équation (1:2) et divisant par y^xdx^ il en résultera 



sr^ 



/ I ces âr\ 



Soit A' le second rayon de courbure principal de la surface de révolu- 
tion au point j sa valeur sera ^ 

I X 

^"^ COS m * 

on aura donc 

ce qui s'accorde avec l'équation (4) , à cause de 9 = - H ^ et peut 

servir de vérification à l'analyse du numéro précédent. 

(20). Nous terminerons ce chapitre , en faisant remarquer que la 
compression de la couche liquide en contact avec le tube met aussi 
en défaut la proposition de Clairaut^ suivant laquelle le liquide reste 
horizontal dans un tube vertical , lorsqu'à distance égale ; l'action de 
la matière du tube sur celle du liquide est double de l'action du 
liquide sur lui-^même. 

En effet , supposons , pour un moment , que la surface supérieure 
du liquide soit horizontale; représentons-la p^GAF(fîg. j), et par 
DAE celle du tube qui lui est perpendiculaire; soit M un point 
de la première surface , situé à une distance insensible MA de la 
seconde ; prenons MB = MA , et tirons les verticales MM' et BB'. 
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Dans le cas de rinconipressibi]itë da liquide , les actioM horisoatales 
et contraires , exercées sur le point M , par les parties de ce liquide 
qui répondent à EAMM' et M'MBB' , seront égales et se détruiront 
par conséquent. Les actions horizontales des parties du tube qui ré- 
pondent à CAD et CAE'^ur le point M sont égales entre elles; et, 
par hypothèse^ diaoune de ces llnrces est égale à la moitié de l'action 
horizontale exercée sur ce même point par la partie du liquide qui 
répond à B'BF. Cette dernière force sera donc aussi détruite par les 
actions réunies des deux parties dS tube ; donc toutes les forces hori- 
zontales qui agissent à chaque point M de la surface du liquide, se dé- 
truisant réciproquement , Thorizontalité subsistera dans l'état d'équi- 
libre. Mais il est évident qu'il n'en sera plus de même, si l'on a égard à 
la compression du liquide près de la paroi du tube ; car alors les actions 
contraires des deux parties. EAMM' et M'MBB' ne seront plus égales 
entre elles; ce qui suffit pour que la démonstration pi*écédente n'ait 
pas lieu. On voit d'ailleurs que l'action exercée sur un point donné , 
par une partie infiniment petite du liquide , variant avec le degré 
de compreSsion, elle ne peut pas conserver un rapport constant, à 
égalité de distance et de volume, ayecl'action d'une partie du tube 
sur le même point, et que celle-<:i ne saurait être moitié de la 
première , ainsi qu'on l'a supposé. 
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CHAPITRE IL 

Équation de la suifacp capiUaire. 

(:2i). Nous entendons par cette dénomination, la surface libre 
d'un liquide en équilibre dans un tube capillaire ^ ou plus ^générale-^ 
ment^ la surface de séparation de deux liquides conteaiis dans ce 
tube. Avant de former l'équation d'une surface de cette nature, nous 
allons d'abord calculer les pressions qui ont lieu dans l'intérieur de 
chaque liquide et que nous aurons besoin de connaître. 

Soit M un point jsitué à une distance sensible de la surface d'un 
liquide et des parois qui le contiennent; par ce point, faisons passer 
une surface quelconque, qui partage le liquide en deux portions 
que nous appellerons A et Bj divisons cette surface en élémens 
infiniment petits , terminés par ses deux séries de lignes de cour^ 
bure; par tous les points de ces lignes, élevons des normales qui 
formeront , comme on sait, des surfaces développables, par lesquelles 
A et B se trouveront décomposés en filets d'une épaisseur infini- 
ment petite , mais variable ; appelons G le filet qui répond au point M, 
et dont la base sur la surface menée par ce point sera représentée 
par ». La résultante des actions de tous les points de A sur tous 
ceux de G, divisée par a», sera la pression qui a lieu sur B, rap- 
portée à l'unité de surface et relative au point M. Si l'on a égard, 
d'après le n* n , à Knégale compression du liquide dans Tétendue de 
la sphère d'activité de M, et à la différence <ie matière dans le cas 
d'un liquide hétérogène , la résultante dont il s'agit ne sera pas per«>^ 
pendiculaire à la surface de B. Nous désignerons en général par No» sa 
composante normale et dirigée de dehors en dedans de B, et par Ycù 
et T'â> se» composantes suivant deuxdrcMtes rectangulaires, menées 
pftr le point M et comprises dans le plan Ëangent en ce point à la 
aarfaee de*B î «t non» allons déterminer les valeurs de N, T, T', pai* 
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des intégrations y sauf la partie de N qui ne dépend pas de la courbure 

de B, et que nous représenterons , comme il a été dit précédemment 

(n® i5), par une inconnue p, de sorte qu'en appelant N' l'autre 

partie , on ait 

N = /> + N', 

pour la valeur complète de N. 

Il est à propos d'observer que , dans l'intérieur du liquide , Faction 
d'une partie Â sur un filet cylindrique et normal compris dans la par- 
tie adjacente B, diflFérerait, en grandeur et en direction , de la force 
que nous venons de définir ; et que si on la prenait pour la pres- 
sion sur B^ ce qui paraîtrait plus simple, les pressions relatives à 
toute rétendue de la surface de séparation de A et B ne représente- 
raient pas Tact ion totale de A sur B, parce qu'on ne peut pas décom- 
poser la masse entière de B en filets cylindrique^ perpendiculaires à 
cette surface. 

(22). Soit m un point de C, et 771' un point de A, l'un et l'autre 
compris dans la sphère d'activité de M. Désignons par s et / les per- 
pendiculaires abaissées de m et m' sur la surface de A , et par cj' l'élé- 
ment de cette surface qui répond au filet fluide dont m^ fait partie. 
Soient aussi (i H- A:/) cd' et (i — ks) œ les aires des sections de ce filet 
et de C, faites par les points m^ et m, et parallèles à leurs bases 
0)' et û); le coefficient k dépendant de la courbure de A au point M, 
et étant le même pour les deux filets, en négligeant les quantités du 
second ordre, par rapport à leur distance mutuelle et aux variables 
s et s\ Les élémens de volume qui répondent aux points m et mf 
seront 

(i -^ ks) ct)ds, (i + ks') eù'ds% 

et leur action mutuelle pourra être représentée par le produit 

V(i --ks) {i + k^)cù()ê'dsds'i 

y étant la mesure à^ l'action moléculaire rapportée aux unités de 
volume et relative à la distance mm!, que nous représenterons par r'. 
Pour se former une idée prjécise de cette quantité Y, il faut prendre 
;^utour des points m et m', des volumes s^ et s/ dont les ^mensions 
soient jnsensiUeSj en égard même au rayon d'activité dçs molécules^ 
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irt qni len cmnpreiinent néanmoins un nombre extrêmement grand. 
L'actHio mutuelle de ces deux parties du liquide , provenant de la 
matière et de la chaleur -qu'elles renferment ^ avra pour expression 
V%n/y en sorte que Y sera le rapport de cette force au produit des 
•deux volumes. Cela étant, Y dépendra de la distance /, de la na- 
ture des molécules contenues dans 9 et (/, de leur quantité de cha- 
leur propre et de leur nombre ; ce sera donc une fonction de r^ in- 
sensible pour toute valeur sensible de /^ mais qui renfermera en 
^utre les coordonnéesi de m ei m\ 

. D'après cela, représentons par j?, ^, z, les trois coordonnées rec- 
tangulaires de M, et supposons les axes des x et j- parallèles au 
plan tangent à B, mené par le point M, et Taxe des z parallèle à 
la normale au même point. Les coordonnées de m seront x , jr, 
z ^ s, relativement aux mêmes axes ; celles de m! pourront être 
représentées par .x 4- ^^ J^ -f- jr', « H- z' ; on aura 

et ensuite 

Cette force Y devant dépendre de la même manière , de là nature du 
liquide autour de chacun des deux points m et m'^ il faudra que la 
fonction y3oit symétrique par rapport kx et X'-^x^ajr et^-J-j^, 
a z -f- ^ et z -{- z'. De plus , la nature du liquide , sa quantité de 
chaleur et sa condensation intérieure ne variant que par degrés ÎU'- 
sensibles, on pourra développer cette fonction en série très conver- 
gente, Suivant les puissances et les produits des variables s, x\j\ z', 
qu'elle contient en-dehors de r^, et qui ne peuvent être que de très 
petites quantités. A cause de la symétrie de f^ on aura 

d^tf^'^Lâx^dy — % dy^ dx! '^ ds ^ % dz ^ 

pour ar'=o, j^:=o, z'=o, js=o, et en ne faisant pas varier /. 
Si donc on désigne par R' une fonction de r', or , /* , z^ et qu'on 
néglige les termes du second ordre par rapport à x'y 7^, z\ s , on 
«aura 



5o mCVVUijE TBÉDRffî 

Représeatoiis par u k* perpendicàkire abaissée ée ^' sar la normale 
en M à la smfice de A, et par l'angle que fait le plan de ees denx 
droites avec un plan fixe, passant par la seconde. La projeekieii de 
^' «ur le plan tangent en M pourra s'exprimer par udud% ; 'et isette 
projection , au degré d'ipproximatioii oh «ms nous arrêtons ^ pu* 
^mA être prise ponr l'aire de ûp', boub aurons 

Soient enfin «, ^, ^^ les cosinus des angles que fait la droite wlnij 
prolongée au-delà de m, avec des parallèles aux axes des Xy jr^ ^f 
vaenées par ce point. Si Ton suppose les axes des x et des / parallèleB 
aux directions des forces tangentielles T/ct T', et que l'on regarde la 
force y comme positive ou comme négative , selon qu'elle sera répul- 
sive ou attractive ^ on ^aura 

T = ////V[i + *(/ — ^)] ttududsd^d^ , ) 

N = /yy/v^ + * (^ — ^)] >i^idSyrf^'^ ) 

en négligeant le produit $^. Les limites de ^intégrale relative à 
l'angle d scsront «éro et ^tt ; on pourra étendre les autres intégrales 
depuis .^ro jusque l'infini^ parce que toute valeur sensâJe de l'une 
des ^rois variables, s^ s'y rendra r^ sensible^ et, par conséquieDl , 
y insensible. Les valeurs de «i, €, y, qu'on emploiera dan& ces for^ 
mnles seront 

, « — — ^f fe— .— pr, >=s— j7— . ^ 

(a5). Pour effisetner, autant qu'il sera possible, les intégrations 
indiquées , appelons Ç la perpendiculaire abaissée de â/ sur le plan 
tangent en M» et considérons cette quantité comme positive ou comme 
négative , sâon que la partie A du liquide sera concave ou convexe 
au point M. Soient u et )i' les coordonnées du pied de cette per-- 
pendicnlaire y rapportées k .des axes menés par le point M paxâllè- 
lement à ceux des x et des j*. En négligeant les termes du troisième 
ordre par rapport à )i et yly nous aurons 
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Qf Q^f (^', étant des coeflBcien^ indëpeiidans de ces d#iix variables. 
Au même degré d'approximation , et d'après la manière dont nous 
déterminons le signe de Çj nom^^aorons aossi — . ^ : 



On a d'ailleurs 

Tfssttcos^^ if's?-» sin 8^ . 

en comptant Tangle d à partir de Taxe des n. Si Ton fait, pour 
abréger^ 

et si Ton observe que 
on en conclura 

en appelant R ce que devient R'^ quand oa y met r au lieu de /* 
On a enfin 

A et A^ étant les rayons de courbure principanz de la surface de A» 
dont chacun devra é^ regardé comme positif ou comme négatif^ 
sekiQb que la ligne de courbure à laquelle il appartient tournera sa 
eoAcavilé ou sa convexité en -dehors de A > il ert évident^ eu 
effets quô cela résulte du sigue de ^ que supposent les eiqpressioDs 
de x!, y, :i. * :\ 

Gela posé, je substitue œe différentes valeurs et ceNe dé Y dans 
les équations (i); j'effectue les. intégrations relatives' à/l'angle S^ 
puis je supprime la partie de N indépendante de la courbure de 
B, afin de réduire N à N^, ainsi quITa été dit plus haut; il 
vient 



V 



•• 



/ 
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en négligeant toujours les quantités du tcoisième ordre ^ par rapport 
au, s, s', hsi valeur de N' devrait renfermer d'autres termes du 
deuxième ordre, que l'on n'a cependant point écrit, p^rce qu'ils» 
contenaient le facteur ^ — j'' sous les signes /, et que, pour cette 
raison , les intégrations relatives a ^ et / Tes feraient disparaître. 
Si nous* faisons*,, pour abréger, 

et que noi^s transportions en-dehors des signes /,. les différentia»^ 
tions relatives à x et ^ dans les valeurs de T et T', elles devien-^ 
dront simplement 

T — * ^^ T' — . ^î 

En ajoutant Pinceimae. p- k la valeur de N', pour former, celle de 
N, on aura en même temps 

• • • 

Dans les usages qu'où fera- de ces formules,' on ne devra pas perdre 
de vue qu'elles exigent que la surface de B ne présente ni pointe ni 
arête vive près du point M , afin que la valeur, de Ç* , en* fonction: 
de >f,et')î', puisse se développer en série convergente, suivant les 
puissances et le^ produits de » et^ »', et qu'il soit permis de réduire 
cette isérie, comme nous l'avons fait, k ses termes du second ordre^ Si 
cette condition n'était pas remplie, notre analyse serait en défaut , et 
ces expressions de T, T', N, n'auraient plus lieu. 
■'. {24). Afin>lde^ réduire q à une intégrale simple, j'y mets d'abord 
ui, udyudSf udsf, à!la place de>, s\ ds, ds^; il en résulte 



*^!- • . • • - _,5 



» » < 
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GeflU seconde équ«ti(p- donne 

<m a donc « ' • 



c'est-à-dire 



7 = -§*/o*'^'^^' 



en effectuant successivement les intégrations relatives à ^ et ^ par les* 
règles ordinaires , ou bien en mettant d'aboid #/ et sds' à la place de 
y et ds'^ puis intégrant par rapport à /, et ensuite par rapport 
à j. 

Dans les liquides hétérogènes^ cette quantité q variera d'an point 
à un autre, et devra être donnée en fonction des coordonnées du 
point auquel elle répond; dans un liquide homogène et à très peu 
près incompressible, on pourra la considérer comme constante, ainsi 
que la densité. 

(a5). Si la partie A du liquide enveloppe B de toutes parts-, il fau- 
dra que les pressions résultantes de Faction de A sur toute l'étendue 
de B fassent équilibre au poids de B et aux autres forces données qui 
agissent sur sa masse. Or, dans le Mémoire déjà cité (n^ 12), j'ai dé- 
montré que les forces tangentielles T et T' et la partie N^ de la force 
normale , appliquées à tous les points de la surface quelconque de B , 
se détruisent d'elles-mêmes; et en prenant pour B une sphère d'un 
très petit rayon, j'ai aussi fait voir comment la considération de 
l'équilibre des forces données et de la pression normale et inconnue /?, 
conduit aux équations connues de l'Hydrostatique. Ces équations dé- 
terminent, comme on sait, la valeur de p relative à un point quel- 
conque de l'intérieur du liquide, en fonction de ses coordonnées or, 
j^, z, d'après les forces données qui agissent en ce point. Si ces forces 
se réduisent à la pesanteur , et qu'il s'agisse d'un liquide homogène , 
l'expression de p est simplement 

en prenant les z positives, verticales et en sens contraire de la pesan- 
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teur, désignant par p la densité du liquide ^liari^.U pesioitettCf 
c une constante arbitraire. 

Supposons qu'on ait plongé dans ce liquide un tube quelconque, 
et qu'ensuite on ait versé au-dessus de ce liquide , dans l'intérieur 
du tube , un autre liquide homogène , dont nous représenterons la 
densité par p^ La valeur de p aura lieu pour un point quelconque 
M du premier liquide situé en-dehors ou en-dedans du tube, mais 
un tant soit peu éloigné de ses parois et de la surface de séparation 
des deux liquides* En désignant par p' et sf ce que deviennent p et z 
relativement. à. un point M- du second liqnide ,. situe à une distance 
senisible de ses deux aurfuses supérieure et ialerieure, et des parois 

du tube , on aura 

/=£/— p'gz'j 

c^ étant une constante arbitraire différente de c 

Pour déterminer c , plaçons le point M en-dehors du tube , à une 

distance insensible de la surface du liquide, qui surpassa néanmoiqa 

le rayon d'activité moléculaire, afin que l'expression de p soit ap» 

plicable. Supposons en outre le point M assez éloigne du tube pour 

qu'en cette partie , la surface libre du liquide soit sensiblement plane 

et horizontale. Far le point Ai, menons un plan horizontal; par 

ce plan, élevons un cylindre vertical, qui sera terminé fw la 

sur&ce horizontale du liquide , que nous affilerons C , et doqyt la 

base , comprenant le point M , sera représentée pas 0, Le produit 

pœ exprimera l'action du liquide inférieur sur C , laquelle fiorce 

sera verticale et dirigée de bas en haut ; et ep même .traips , C sera 

poussé en sens contraire par une force n<tf , eu dwignapt par n la 

pression atmosphérique rd|^rtée à lunibé. de. sur&ce. De plus ^ 

quelle que soit la variation de la densité suiviant l'epais^ur de la 

couche sûperâcielle dont C &it partie , l'acUot^ d^ cette couche sur C 

consistera ^1 des forces qui seront deux à dc^ux éffl^ et contraires, 

et se réduira conséquen^ment.à zérp> Si donc oa n4gligi^>,le podds 

de C comme insensible, il faudra, pour? l'équilibre d$ celte petite 

partie du liquide , que les forces contraires p(» et ïlù» soient ^^es , 

ou qu'on ait p:=sn. D'un âutrè^côté, si nous prenons le niveau 

du liquide qnnlehQps .du tube,, pour I^ j^ndes'x et^*^ nona «ufons 



CAPILLAIRE. 55 

z^=iO et p:i^c |«wr la pteidOB Au iKÛnt M qu'cm fiettt desnp- 



|M>$er; nous aurons dôoc c sî: II, «t par coMequent 

pour tms les poiate intérieurs du premier liquide oofluprisea^-dehors 
ou eu'dedaus du tube. 

La variable z sera positive pour les points situés au-dessus du ni«- 
veau de ce liquide , et n^ative pour les points situés au^essous^ 
J^ons supposerons que la pression atmosphérique a aussi lieu, dans 
l'intérieur du tube, sur la surfree du second liquide, et aous compte- 
rons les ordonnées z' i partir du même plan horizontal et dans le 
même sens que les ordonnées Z{ oiais ndus ne pourrons pas encore 
déterminer la constante c' que renferme l'expression de p', et dont la 
valeur dépendra de cette pression et du poi^ du- liquide supérieur. 

(26). Près de. la sur&cede séparation de deux liquides superposés, 
la oandensation varie très rapidement, en sorte que la densité de 
diaque Uqnidé peut-élœ tms dtfierente à k surfiice même et à une 
profondeur insensible. La loi de cette variation est inconnue , ^eomme 
celle de Faction moléculaire , de laquelle elle dépend ; mais cela n'em- 
pêche pas qu'on ne puisse former les équations d^équilibre relatives à 
la couche d'une épaisseur insensible, appartenant , en partie, à chacun 
des deux liquides, et qu'on n'en déduise l'équation de leur suriâce de 
séparation, dont la détermination est l'objet principal de ce chapitre. 

Four cela, transportons le point M très près de la surface de 
oontact AOB ( fig. 6) des *deux liquides contenus dans le tube que 
nous considérons. Du point M , alMtissons sur cette surface une per- 
pendiculaire qui la rencontre en un point , et se prolonge jusqu'au 
peint M' du second fluide, aussi très rapproché de AQB. Divisons 
cette surface en élémens infiniment petits, terminés par ses deux 
séries de lignes de courbure ; par tons leurs points , élevons des 
normales qui formeront des surfeces dé veloppables , par lesquelles 
les deux liquides superposés se trouveront décomposés en filets d'une 
épaisseur infiniment petite et variable. Fsr les points M et M', tra- 
çons deux surfaces CMD et CMD', qui coupent aussi à angles droits 
toutesi les normales à la surface AOB. Appelons A le liquide terminé 
nar CMÏ). A' cehd oui a pour limite 'CMD\ B la touche liauide 
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comprise eutre ces deux surfaces , C le filet MOBff. de B ^ €à et c/ led 
bases ou les sections normales de ce filet qui ré{)^ndent aux points 
M et W. Quoique les distances MO et M'O de ces deux points à la 
surface AOB soient insensibles, on pourra cependant les supposer 
assez grandes pour que les actions de A et A^ sur C ne s^étendent 
pas jusqu'aux points où les condensations des deux liquides varient 
très i^pidement ; c^est-à-dire qu'on pourra considérer M et M' comme 

• • • 

des points intérieurs de ces deux liquides , et détermineis en consé- 
quence, les actions totales de A et A' sur C par les formules du n* a3» 
Alors p les composantes de l'action de A seront 



* ** ^ 



>> âVy 



« 

. la première étant nortnale et dirigée de M vers M', et les deux autres 
tangentes à la surface CMD. En désignant par ^ ce que devient la 
quantité q irelativement au liquide supérieur , et observant que les 
courbures de A et A'^ sont sensiblement égales , mais tournées* en 
«sens contraires , on aura 

pour les composantes de l'action de A^ sur C ; la première dirigée de 
M' vers M , ou en sens contraire dei ia force normale précédente , et 
les dernières parallèles aux deux autres forces. Les coordonnées x 
et jr sont parallèles au jJan tangent en M à la surface CMD , et par 
conséquent les mêmes pour les deux points M et AT; les quantités p 
et p' sopt déterminées par le numéro précédent. Nous représenterons, 
en outre, par P<v, (l^, Q'â», les composantes de l'action exercée par 
la couche B sur le filet C qui en fait partie ; la {Hremière de ces forces 
étant normale et dirigée de M vers M', et les deux dernières parallèles 
aux axes des a: et des ^, comme les autres forces tangentielles. 

Ou pourra négliger le poids de C par rapport à ces différentes 
forces , à cause que sa longueur MM' est insensible , et regarder , par 
la même raison, le rapport de e» k cù comme égal à l'unité. Cela 
posé, pour r^quilibre de C, il faudra, que la somme des forces précé- 
dentes soit nulle, suivajQt çbaquç direction, ce qui 4oune les trois 



équations: 



Q 
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U ne restera donc plus qu'à détermxaer les valeurs de P, Q, QV par 
uipt calcul analogue à celui des a~ 2a et ai, que nous allons exposer 
soocipicteilient. 

(^7). Soit m un point de C , et mi un point de B* Désignons par 
^ et Stïe$ perpetidiculairee Mm et M,i»i , abaissées àd tes deux fioiofts 
sur la sutfiice CMD^ Ces deux droites tombani d'un rtèwe côté de 
oêtbB surface , tandis que dans ks numéros cita les perpetidâcakir^l 
s et y^ abatBsées des points m et m\ tombaient de densC càlbéê dif^ 
iërens , il fiiudra d'abord cbanger s' mt *^ Sf d^ns les formules de 
ces numéros» De plus; si Fon déoompoee B en couches infiniment 
minces, qui coupent à^ngle droit les normales à la surface AOB^ 
k condensation du liquide variera par degrâ iteensiUes^ dans toute 
l'étendue de cbaeune de «a couches ; mais , d'uin; couche à une 
attira, elle tariâva ttèa rapidement^ comme il a été dit plus haut» 
n s'ensuit que, relatiyement aux pcrpoudleulaireS ^r'et s^p la fimo^ 
tion qui exprime la loi de l'action moléculaire Tariera aussi tris 
rapidement , el ne pourra plus se réèuire en série oonyergeikie or* 
donnée suiTant leurs puissances et leurs produits. Toutefois , cette 
fonction sera toujours symétrique par rapport k s et s^; les inté-^ 
gt^siies relatives h ces deux variables auront ks mêmes limites zéro 
et If en désignant par / Tépiôsseilr BiM' de B; pw censément, cette 
douUe intégration fera disparaître les termes qui auroirt pour &o» 
teur k différence ^«— ^.^ et cek étante au lieu des formules (a) , 
on trouvera sans difficulté ctelles-d : 

en £Û8ant , pour abîmer , 

8 
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et désignant par R, une fonction de.r^s-j s^, qui deviendra insensible 
pour toute valeur sensible de r. 

Cette fonction' K7 variiefa ausisi trèsràpidenienl avec s et avec s^ , et 
de la même manière par rapport à chacune de ces deux variables; elle 
changera de forme dans Fétendue des intégrations relatives à ^ et à j, , 
selon qu'elle proviendra de Tâction du premier ou du second liquide sur 
lui-même <^ ou des molécules de l'un sur celles de l'autre. Ainsi ^ elle 
sera une certaine fonction S pour les valeurs de ^ et i^ ^ toutes deux 
moindres que MO ; une autre fonction S^ pour les valeurs de <r et s^ y 
tout^ deux plus grandes que MO; et une troisième fonction S. , quand 
l'une des deux variables s et s^ sera plus, grande et l'autre plus petite 
que M0« Mais ces trois fonctions S, S^, S,, nous étant incdni^ues, il 
^udra considérer q^ coinme une quantité dépendante de la nature des 
deux liquides^ dont la valeur ne pourrait êtrq donnée que par l'ex^-- 

périence; .••..» 

(28)* L'épaisseur dé B^ quoique, insensible, pouvant, être néan-* 
moins plus ou moins grande'^ on pourrait croire que l'intégrale re- 
présentée par 9|. change de valeur avec /, et^ par suite , que les équa- 
tions- (3) dépendent de cette quantité arbitraire, ce qui serait absurde. 
Mais il est facile de prouver que les variations dont la grandeur de / est 
susceptible n'influent pas sensiblement sur la valeur de qt* 

En effet, soit M'' un point de A' situé sur le prolongement de MM', 
et tel que MW soit insensible, mai» plus grand que le rayon .d'acti- 
vité moléculaire. Désignons MfW et MM'' par < et P, en! sorte qu'on 
ait 2';= Z-4-£;^à cause de la symétrie de R/ par rapport à ^ et ^, , 
nous aur<>ns ! - .1 

Si nous faisbus ^ " 
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il en residteta . - 



» • # 



fji ^^T^^foL^'^r^' ' 

«t d'après cette valeur de r* et rhyfK)thèse du n^ 26 , sur la grandeur 
de MM' ou l, les intégrales relatives à x et ^r. ne comprendront pas 
les valeurs de R, qui varient très rapidement. On y pourra donc 
considéreiT la fonction K|. comme indépendante de j?etde ^r. en-de<- 
hors de r ; on pourra aussi étendre ces intégrales depuis a: = o 
et Xi=:o jusqu'à jc=;sQO et ar. =s od : cela é:tanty on aura 

« » 



et» par le calcul, du n"" a4^ on réduira cette intégrale triple à une in* 
tégrale simple ; d'où il résultera 

Soit encore 



nous aurons 



il il ^^—=ioio^^-^* 

_ • • ■ y • \ ' ' • ' ■ 

4 , . • 

ei, dans ces intégrations, nous pourrons considérer R| comme une 
fonction indépendante de^ et /, en-dehors de r. Alors, en désignant 
par R^ une autre fonction de r, qui devienne aussi nulle pour toute 
valeur sensible de r, et supposant qu'on ait 

al • .... . #9 

8.. 
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et si l'on intègre par partie, d'abord par rapport k u^éi enmite par 
rapport à ^, on en çoi^clunt 

On anra donc 

équation qne Ton transformera > par l'analyse du n* 9, en celle-ci : 

Cela posé, an mojren des étpiations (4)> ^) et (6), nous anroos 
finalement 

J o J oj o r J o J^ oj o r • 9 J o 

la quantité r contenue dans les intégrales triples étant donnée par 
équation 

comme dans l'e^pressîoa de ^,. Or^ on yoit par la qne le changement 
de Z en f ne fait varier l'intégrale représentée par q^ qne d'une quan- 
tité insensible, ayant ^pour fbcteur é, et de l'oixlre de celles que nous 
ayons négligées daw les équations (3) ; ce qu'il s'agissait de yé-- 
rifler. 

(29^. Je si4)stitue dans lea dctux premières équation&; (5), les y^Jeurs 
trouvées pour Q et Q'; il yient 

ce qui montre que dans l'état d'éqi^bre de deux liquides anpwposés, 
la quantité Ç'^^^fi'^i est cpostetite dalto toute Jl'étendue de leur 
surface de contacta Nous ferons 
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w 

et nous regarderpna G copsm^ pM qpaqtité 4ép^daxit^ de la mai*- 
tière, et de la température de Ftin et T^utre lîqyide , dont le ^gne 
et la . valeur ntunericpè seront, donnés dans chaque cas parti-^ 
culFer. 




ration des deux li(|uides. Çubstitmint ensuite cas valeurs et celle de 
P 4an^ la troisième é<]nation (?) ^ on aura 

» 

pobr Véqvâtkm coonnpie à topa les pmnis de cette siiurfaoe qw w 
sont pas compris dans la sphère d'activité du tube. On se souviendbm 
que Le plan des ;:|r et ^ est celui d^ niveau du liqyide inférieur ennle- 
hors du tube , que l'axa^ des z positives est dirigé en sens contraire de 
la pesanteur ,- et que chacun des rayons de courbure A et A^ est re- 
gardé comme ppsitif ou comme négatif, se](on quW poiaf la 
ligne de courbure à laquelle il appartient tourne sa concavité cy^ ^ 
convexité en -dehors du liquide inférieur^ ou^ .ce qui revient au 
méme;^ en-dedans du liquida supérieure 

P'aprèf la théorie i;onnne dç . la courbure des syriaces ^ on ^ura 
alors 

(,4z*\d*z di iz d*z ,/ , dz'\d'^ 

«t>' pcMMT déterminer le âigne Au dëpomina^nr^ qui esf ambigu , on 
eonoemiy par Iç point dopt les cQOsd<«Bées sont x^ jr^ a, une noc^ 
maie en - dehore âm ltf[uidp inliéneur et une ivertii:^^ en sens çon«- 
CmÎMi de. la pennteiir t le Mépopdinatettr devra être positif ou a^ 
gatif ^ selon que ces deux droites feront un angle aigu on obtes. En 
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substituant cette valeur de - Hr-/ -du» l'équation prëcédente, on aura 

rëquatioQ de la sarface de séparation des deux Hqaides, dans la- 
épelle il restera encore à déterminer la constahté É^, 

(3o). La surface libre du liquide supérieur^ qui le sépare du fluide 
atmosphérique, est évidemment, a Fégard de ces deux fluides, ce 
qu'était la surface que nous venons de considérer, relativement aux 
deux liquides contenus dans le tube. De plus, en passant de ceux-ci 
aux deux autres , les pressions p et p' se changeront respectivement 
en p' et n. Si donc on désigne par H ce que 6 devient par rap- 
port au liquide supérieur et au fluide atmosphérique, par ft et /t' 
les rayons de courbure principaux en un point quelconque de leur 
surface de séparation , par / l'ordonnée verticale de ce même point, 
et par / la densité de l^ir, îl suiffira de remplacer G,X, X', n, c^, 
p, p', z, dans l'équation (7) , par H, ft , /u^, c^ II, p', ^, /, pour avoir 
Téquation de la surface libre du liquide sapëneav. .Cette équation 
«era donc 

c'-n-(p'~J^)^z'+iH(i4-^)=o;: (9) 



- + -7 se déduira de celle de - «f- -^^ en y changeant 



% en z'. 



Le volume terminé par les surfaces jquî repondent aux équations (7) 
et (9) , et par la surface intérieure du tube , sera une certaine fonction 
de la constante c* qui entre dans ces deux équations. En égalant cette 
fonction, dans chaque exemple, au volnme du liquide supérieur, 
dont la valeur numérique sera, donnée , on i(4>tietidra Téquation qui 
servira à déterminer la #Lleur de c^. 

Dans le cas particulier où les deux liquides que le tube renferme 
seront de la même matière et n'en formeront plus qu'un seul, on 
aura p^ = p> 9^=7; il n'y aura* plus de vsrïatibn 'Vâpide de densité 
près de lenrisurface de séparation, et la tpiantité Il|,'qui entre dans 
l'expression de q^ , pourra être remplacée par là quantité R , 4'où dé- 
pend la valeur de 9 : en mettant /, s^ f,, an iten de/.i, /*, ^«, dans 
l'équation (6), on en jponclum . - r . . 
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' - . • 

* * ■ - 

pu sensiblemeut g. = — 20,, d'après les expressions de q et de fn des 
u^' ^4 ^^ ^7* ^"^ ^^^^ doDc G = o. De plus^ la valeur dep du d° :si5 
devant alors convenir à tous les points des deux liquides , et coïnci- 
der ^ par conséquent^ avec celle de p%- il faudra quW ait c'=: c =. n. 
Au uiojren de ces valeurs de p', G et c', l'équation (7) s'évanouit ; ce 
qui devait effectivement arriver , puisque , dan& ce cas , il n'y a plus 
de condition particulière d'équilibre à^ la surface de séparation des 
deux liquides, qui sont les deux parties d^un même fluide. En même 
temps, l'équation (9) devient 

(p->)g*=iH(i+i); (,o) 

eu employant la lettre z , au lieu de z^ Ce sera l'équatioa de la sur- 
face libre du liquide unique contenu dans le tube. 

On parvient aa même résultat en faisant p' = <^, é/âs II,. G = H, 
dans lequation (7); ce qui revient à supprimer le liquide supérieur, 
et à supposer que Fatmosphère presse directement sur le fluide in- 
férieur. Si Ton supprime , au contraire , le liquide inférieur, et qu'on 
le remplace par le fluide atmosphérique , il faudra faire p = J^ et 
G = H dans l'équation (7) ; on aura alors * 

OÙ l'on a changé le signe ^u dernier terme, afin que chacun des* 
rayons A et A^ sort positif ou négatif, selon que la ligne de cour- 
bure k laquelle it appartient tournera sa concavité ou sa convexité 

en-dehors du liquide qui subsiste , et que la valeur de - «4- i^ soit 

donnée par la formule (8), «a suivant,, pour le signé de son déno- 
minateur, la règle du numéro précédent* 

. Les équations (9) et (11) seront celles des surfâœs supérieure et 
inférieure d'un liquide pesant, pressé de part et d'autre par l'atmos- 
phère > et suspendu en équilibre dans un tube de forme quelconque. 
La coostaote c' se: délenniaera , comme on l'a dit tout k l'heure , 
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d'après le yolume du liquide ;. le plan des or et j^ ne sera plus 
terminé , et You pourra le choisir arbitrairement , pourvu quil soit 
toujours horizontal. Toutefois , si la surface 8i4>érieure est un plan 
horizontal indefiuinient prolongé , le tolume du liquide ûe sei^ plus 
donné; tnaiâ, en |>renaut te plan pour celui ded x et jr^ on aura 
alors c^==:ôz=Tl {p!* âS). Ce cas aura lieu lorsque le tube , au lieu 
d^étre immergé par sa partie inférieure, sera adapté > par son autre 
extrémité, au bas d'un vase à*une très grande largeur, où le li- 
quide s'éïève k une hauteur quelconque. En mettant p au lieu de 
ff, réquafioti de la surface inférieure du liquide contenu dans ce 
tube sera donc 

et Ton voit qu'elle aura la même forme qde l'équation (lo), qui ap* 
partietit k k sûrâiée supérieure du liquida dâos lé Cas de Fiitimersion 
du tube. 

(Si). Quoique la considération de Téquilibre du filet fluide d'épais- 
seur variable, que nous avons appelé C (n* ^26), soit le moyen le 
plus simple de former Téquation de la surface capillaire^ il ne sera 
cependant pas inutile de montrer que Ton peut aussi la déduire de 
l^quilibre d'un filet cylindrique. Far là , nous ferons voir ^ d'une 
manière nouvelle , la nécessité d'avoir égard à la variation rapide de 
densité qui a lieu près de la stir&ce d'un liquide ^ et bous mettrons 
en évidence la quantité que Tou néglige et l'erreur que l'on commet, 
, lorsqu'on ne tient pas compte de cet élément essentiel àfi la question. 
Pour plus de simplicité , nous supposerons qu'il n'y ait qu'un seul li- 
quide , que nous placerons dans le vide, afin de n'avoir pas à con« 
sidérer l'action mutuelle des molécules de l'air atmosphérique et de ce 
liquidé. ÎJ*analyse âulvaûte s*applid[uerait également au cas de la sur- 
face de sépai^atioq de deux fluides qvekonqûeSi 

Soit toujours (fîg. g) uki point de ia snrfiite film ÀOB da 1h> 
quide , situé k une distance sensible des parob du ixim^ Sœt OE un 
filet normal et cylindrique ayant pour bas* un élémetA ca de eette 
surfiMre. Par un point F a{>p«rteoAtit àr oe flfet, et sîtaé à un* dis^ 
tance insensible de la smrCice^ meoona ub pkn ClPD' paridlèW âu pkn 
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GOD tangent ^i 0. Supposons, néanmoins, cette distance assez 
grande ponr qne l'action du liquide indéfini , lenninë par le plan 
CTD^ sur le filet FO, ne s'étende pas jusqu'aux points où la densité 
varie très rapidement. La composante de cette force , perpendiculaire 
au plan CTD' et dirigée du point F vers le point 0, sera égale à poà ; 
et, k cause que l'on suppose nulle la pression extérieure FI, on aura, 
d'a{Mrès le n^ ^5 , 

z étant Tordoiviée verticale du point F, ou, si Ton veut, du point 0. 
Appelons vc» Faction exercée, suivant cette même direction, sur FO, 
par le liquide compris entre le plan CTD' et la surface AOB. En né- 
gligeant le poids de FO, il faudra qu'on ait 

pour l'équilibre de cette petite partie du liquide. Lors donc qu'on 
aura déterminé convenablement la valeur de 4r , cette équation devra 
coïncider avec l'équation (lo), en faisant dans celle-ci J'^zo, et 

réduisant à ^ -f- ^i le coefficient - H. 

(32). Four obtenir cette valeur , soit M un point quelconque de 
FO , et M' un point du liquide «environnant compris dans la sphère 
d'activité de M. Désignons par t et t' les perpendiculaires abaissées de 
ces deux points sur le plan COD. Soit r la distance MM' , u sa pro- 
jection sur ce plan, fi l'angle que fait cette projection avec une droite 
fixe , menée dans ce même plan par le point ; on aura 

Les élémens de volume qui répondent aux points M et M' sei*ont ccdt 
et ududlfc^ , et l'on pourra représenter leur action mutuelle par 

"Kmududtdt'd^; 

R'élant la mesure de Faction moléculaire, rapportée aux unités de vo« 
Ijume et relative à la matière du liquide autour de ces deux points. 

Le cosinus de l'angle M'MO aura pour valeur . D'après cela, si 

l'on prolonge la peipendicnlaire M'G, abaissée du point M' sur le 

9 
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plan GOD, jusqùi'am point G^ empile cencontre le phtn CTD', et jos*- 
qu'an point K où elle coupe k surface AOB; si» de plus, un appeUe 
/ et ;^ les longueurs des parties GG^ et GK de la droite G'K , on 
aura 

en regardant comme positive ou comme négative la force B.', selon 
qu'elle est répulsive ou attractive , et la quantité Ç, suivant que le point 
M' tombe entre la surface ÂOB et le plan tangent COD , ou entre les 
deux plans parallèles COD et C¥D\ 

La valeur de cette quanUlé^, qu^on a déjà plusieurs fois em- 
ployée, sera 

Ç == Qw* cos* fl -*- QV sin* fl + QV cos ô sin ; 

Q, Q', Q% étant des coefficiens indépendans de i^ et 6, dont la somme 
des deux premiers est 

en désignant par K et A^ les mêmes quantités que dans l'équa*- 
tion (lo), 

La quantité R' sera une fonction de r qui deviendra insensible 
pour toute valeur sensible de cette variaUe, ce qui a permis d'étendre 
jusqu'à l'infini l'intégrale relative à u; elle dépendra en outre de la 
position des points M et M'. , A Tégaid des coordonnées de M' pa* 
rallèles au plan CDD , elle variera par degrés insensibles. En leur 
donnant le point pour origine, on pourra la développer en sé- 
rie convergente , suivant leurs puissances et leurs produits ; et si Fou 
s'arrête à leurs premières puissances inclusivement, les termes qui 
les contiendraient , disparaîtront par l'intégration relative à Tangle 6. 
Mais R' variera très rapidement par ra[^ort à la variable ^ ; et si 
nous désignons par a la perpendiculaire M% abaissée du point M' 
sur la surâiee AOB, R' variera de même par rapport à a, el sera 
une fonction symétrique de i et cr. D'ailleurs, on aura, au degré 
d'approximation où l'on s'/dBt arrêté , 
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en désignant par R^ ce 4}ue de^iettl R' qti&nd oa y met ^ an lieu de v^ 
et les fiareatbèse» indiquant qu'on ne fait paps yanér r dam k dîffé^ 
rentiation relative, à ^« A ce même degré d'approximation , on aura 
en même temps 

P et p étant les valeurs de R, et de r qui répondent à t* = o. 
L'expression de for deviendra donc 

J oj oj oj o '' 

-f'f'/yjududidi 

A cause que R, est une fonction symétrique par rapport à t et if, l'in- 
tégration relative à ces deux variables fera disparaître le premier 
termej et en ayant égard à la valeur de Ç, et effectuant tes inté- 
grations relative? ii ô ^ on aura simplement 



où Toiï peut remarquer que 1» quantité Rj est la même que celle qui 
entre dans Fexpression de ç, (n^2j)y en mettant dans celle-ci l — t et 
l — ^ à la place de s et j,. 

Le premier terme de cette dernière formule exprime la partie de <ar 
qui provient de Faction du ménisque compris entre la surface AOB 
et le plan tangent COD , sur le filet OE ; le second est la partie prove- 
nant de Faction du liquide compris entre les deux plans COD et 
C'FD'y sur la portion OF de ce filet cylindrique. La fonction R. va- 
riant très rapidement , par hypothèse , avec la variable f qu'elle ren- 
ferme en-dehors de r, cette circonsltance rend (-^J extrêmement 
grand par rapport à R, , et le second terme de 4r comparable au 



•• 
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premier. L'errear de la méthode que nous avons rappelée au com- 
mencement du chapitre précédent, consiste donc en ce qu'on y néglige 
le dernier terme de «, ou, autrement dit, en ce qu'on y considère 
comme, nulle l'action du liquide compris entre les deux plans paral- 
lèles COD et CTD', sur le filet OF qui en fait partie. Il reste à faire 
voir qu'en ayant égard à ce dernier terme , l'équation y? -4- 4r = o 
coïncide avec l'équation (10), qu'on a formée d'une tout autre 
manière. 

(33). Soient (^ et (/ les volumes de deux paiiies très petites du li- 
quide, comprenant respectivement les points M et M', qui en seront, 
par exemple , les centres de gravité. Supposons leurs dimensions in- 
sensibles par rapport au rayon d'activité moléculaire; leur action 
mutuelle sera le produit ppH', et l'action totale du liquide sur v, dé- 
composée suivant la droite MF, aura pour expression , 

r ' 

en étendant la somme 2 à toutes les parties (/ du liquide qui sont 
comprises dans la sphère d'activité de M. Désignons par ^ la densité 
du liquide qui a lieu en ce point, et par ^' la composante de la pesan- 
teur suivant la direction MF; pour l'équilibre de la partie insensible 
du liquide dont le volume est if, il faudra donc qu'on, ait 

équation qui détermine implicitement ^ en fonction de /', mais dont 
on ne pourrait pas déduire la valeur d^ cette densité sans connaître 
l'expression de R', qui dépend elle-même de cette inconnue. 

Je rétablis le facteur (^, et je multiplie par t le premier membre 
de cette équation , puis je prends la somme de ses valeurs relatives à 
toutes les parties c du liquide qui ont leurs centres sur le filet OF ; 
il en résulte 

2g'VJ«i^ + 2 ( 2R' îl=l^^ i/) ^P = o. 

Le premier terme est le poids <^ la portion du liquide à laquelle 
se rapporte cette nouvelle sommation, décomposé suivant la direc^ 
tion MF et multiplié par la distance de son centre de gravité ati 
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point 0. A Gsaiise que la longoear de OF.est ÎMttMiUe, pn pefit 
négliger ce produit par rapport au second terme; de plus ^ d'après 
ce qu'on a dit dans le n^ 1 3 , on peut aussi recuphoer dans celui-ci , 
i^ et / par les élémens de yolume infiniment petits ù^dt et ududt^ 
et changer ensuite les sommea S ha intégrales définies* De cette ma- 
nière , on aura donc 



« rrr r^'^^=^ududtdm 

J o J oj — fj o r 



o; 



la seconde limite de Vintégrale relative à f étant Tinfini , parce que 
le liquide s*étend indéfiniment, ou du moins à une distance sen- 
sible, au-delà du plan CTD', et les autres limites étant les mêmes 
que dans la première expression de «• En négligeant les quantités 
du même ordre que dans les calculs précédens, on pourra mettre 
Ri au lieu de R', et remplacer par zéro la première limite — • ^ de 
Tintégrale relative à^; effectuant ensuite l'intégration 'relative a 8, 
et supprimant le facteur a , nous aurons 

aTT r r r*R, ^^^=^ududtde=zo, 

J o J <^J o r 

OU , ce qui est la même chose , 

J o J oJ o r 

Je fais dans cette dernière intégrale 

tssl — s, t!=zl^s\ dtsss'^ds, dt=id/i 

la fonction R, qu'elle renferme se changera alors dans la fonction R 
relative à l'intérieur du liquide ; et nous aurons 

J o J oJ l * r J o J oJ o r 

J o J oJ o r 

On peut négliger le terme qui renferme le £sicteur / en- dehors des 
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stgMs/^ et ct uplMi ^ dans Fantre lerme, rmtégrd( 



lésultenr 



• • . . 



dudtdi^^^^rr rfi^^^^'^^dudids', 



a t 

OU bien , en vertu die celte valeur de r^, 

en effectuant les intégrations relatives à / et à ^^ et ayant égard k 
Texpressîon de ^ du ri" a4* 
On a îdenticjuement 

La symétrie de la fonction Ri , par rapport à f et t\ rend nulle la 
première intégrale qui renferme fe facteur «'•— «' sous les signes /; 
pn aura donc 



et ^d'après ces thttftfoisraations ài^ deux ternies de l'équation (i3), 
elle deviendra 

Cette équatpQo., déduite^ comoie on voit, de la. condiciao: d'a^ui-* 
libre d'une petite parties c|ualcoaqjuq du filet OF^ expviiae que l'aciîoD 
totale du liquide sur ce filet, de longueur insensible, serait la même, 
soit qiie''Mn épaiss e u r fàt variable, ou qu^eile fat constante : elle nous 
était nécessaire pour la tr^sformation de la formule (12) , que nous 
devons effectuer.' 

(54). En vertu de Téquation 
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iiou9*avôns 

\dt' ) — If "^ 4r r ' . rfii ~ 4r ? ', 

ea faisant yarier € el r dans -^ ^ et seulement ^ dans C-^f)* ^^ ^^' 
dut de là 



A la limite ^'=so, on af R, = P, ^=p9 ^^ à l'autre limite ^ssZ; cette 
foiaction R, le change ^n JR, si l'oa^ USà , ... ; 

En intégrant par partie ^ an anra donc 
et y par conséquent, 

ce ^fui dMuige d'abord T^équartion ^la) en celte-ci : 

■ 

Diaprés la valeur de r qu'on doit employer dans Tintégraïe donbl^ , 
on pourra étendre jusqu'à l'infini l'intégrale relative à ^; en y mettant 
ensuite us et uds^ au lieu de s et ds^ on aura 

d'où l'on conclura 
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En intégrant par partie relativement à u , et observant que dans- l'in- 
tégrale triple on a r* s= i«* + («'—*)• , il vient 

on aura doûc 

quantité qui est la même chose que — ^ 29 -~ ç. , en vertu de l'équa- 
tion (14) et de Texpression de ç, du n** 27. Or, au moyen de ces va- 
leurs de l'intégrale double et de l'intégrale triple^ contenues dans 
l'expression précédente de <flr, elle se réduit k 

et l'équation p + ^ = ^ devient enfin 

^fz = (9 + y,) (î + 7) î 

ce qu'il s'agissait de trouver. 

(35). Sans intégrer Téquation (10), on en peut déduire une exprès* 
sion du volume d'un cylindre vertical ^ tronqué par la sur&ce capil* 
laire^ qui nous sera utile dans la suite de cet ouvrage. 

Par un point appartenant à Tintersection de la surlBsice capillaire 
et de la surface cylindrique, menons en-dehors du liquide des nor- 
males à ces deux surfaces. Soient a, ^9 >> les angles c7>mpris entre 
la normale à la surface capillaire et des droites menées par le point 
0, suivant les directions des x, jr, z, po»tîves. Désignons par a', 
C, y \ les angles que fait la normale à la surface cylindrique avec les 
miâmes droites , et par (ù Fangle des deux normales ; nous aurons 

cosïî» SCS eos 0tcos fit' -^GOsCcos ^'-f-cos> cosy. 

Soit u une quantité positive , telle qu'on ait 



\i 



«•««Hrgsi**-^; 
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d'après les fontoles^yMùittes; on mrà 

i dz '> 1 A • t 

COSft = — -3-, COSb=î -j-^ COS>=-. 

uax' u\éf)r' ^ u 

D'ailleurs, Taxe des z étant vertical, ainsi que le cylindre, cos^'sera 
zéro , et les valeurs de cos ai et cos Ç! dépendront du contour de la 
base horizontale du cylindre. Nous supposerons que cette base soit 
située sur le plan des x et y^ qui est celui du niveau 'du liquide en- 
dehors du tube ; en désignant alors par Y le volume du cylindre 

tronqué , on aura 

\ =iffzdxdji 

Tinlégrale s'étendant à tous les points de sa base, et la Vaakuir de js, 
en fonction de x et jr^ étant donnée par l'équation de la sur&ce ca- 
pillaire. En vertu de l'équation (lo), on aura donc 

g(,_J>)V = lH//(l + l)&:4rj 

et comme, d'après les valeurs précédentes de cosa et cosi?, l'équa- 
tion (8) peut s'écrire ainsi : 

I . I J.COA A d.cos C 



il en résultera 

Pour fixer les idées, supposons que la base entière du. cyJiindre 
soit située d*un même côté de chacun des axes des x et des jf , et 
que son coatopr ne soit . rencontré qu'en deux points par. , chaque 
parallèle à l'un de ces axes. Menons à cette courbe deux..t^gçi|t^ 
parallèles à Taxe des jr, dont les points de contact diviseront. 3a cir- 
conférence en deux parties, et deux tangentes parallèles à Taxe .des; or, 
dont les points de contact diviseront de même cette circonféijençe en 
deux autres parties. Si l'on efifectue l'une des deux Jutégrationa.HMli-r 
quées, on aura 

10 
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et les intégrales relatives kjconkjr, renfermées entre des parenthèses, 
se rapporteront aux parties de la courbe les plus éloignées des axes des 
j- ou des j:, et celles qui sont contenues entre des crochets , aux parties 
les plus rapprochées. Dans ces intégrations, da: et dj' devront être 
positifs; or, Fangle €' est aigu dans la partie de la courbe la plus 
éloignée de laxe des ^^ et obtus dans la partie la plus rapprochée; 
si donc on appelle ds Télément différentiel de la coarbe, regardé 
comme positif, on aura 

dx = zh cos €'ds , 



selon qu'il s'agira d'un point de la première ou de la seconde par- 
tie : on aura de même 

djr Z=z dz COS x^ds , 

selon qu'il s'agira de la partie de la courbe la plus éloignée ou la 
plus rapprochée de Taxe des x. Cela posé, on pourra réduire l'é- 
quation (i5) à celle-ci , 

g (p — cT) ¥=;= — - H/cos a cos etfds H/cos € cos C^ds , 

dans laquelle les intégrales s'étendront au contour entier de la base 

du^ cylindre. A cause de cos7^'=:o, on en conclura 

■ 
g(p — cT) V = — - H/cos (»ds} 

équation qui aurait encore lieu , lors même que ce contour ne serait 
pas coupé seulement en deux points par chaque ligne droite, ainsi qu'on 
l'a supposé , et qui fera connaître la valeur de V, quand celle de coS a 
sera donnée en fonction de s. On peut remarquer que son premier 
membre est le poids dans l'air, du liquide homogène contenu dans le 
cylindre que l'on considère. 

(56). On verra, par la suite, que l'angle cù est constant pour tous 
les points de la surface capillaire dont les distances à la paroi du tube 
sont insensibles^ et cependant plus grandes que les rayons d'activité 
des molécules da tube et du liquide. Si donc on suppose que l'inter- 
section de cette surface et de celle du cylindre vertical, dont le volume 
est V; soit partout à une distance insensible de la paroi du tube , et 

MI 
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que l'on désigne par c la longneor entière de son eontonr» réqnation 
prëoédente deviendra 

gr(r — cT) V = — ^Hc C08 ûi, 

ou y ce qui est la même chose, 

A= — jHccosûf, (16) 

en appelant A le poids dans l'air d^un volume V da liquide. 

Si la surface intérieure du tube est celle d'un cylindre vertical, e ne 
diffiârera pas sensiblement du contour d'une section horizontale de 
cette sur&ce, et A pourra être pris pour le poids du liquide soulevé 
ou. abaissé par l'action capillaire, selon que sa valeur sera positive ou 
négative. Si Ton incline le tube de manière que la génératrice de sa 
surface et la verticale fassent un angle aigu i, ce poids A variera en 
raison inverse de cos L 

En effet, appelons C le centre de gravité de la section intérieure du 
tube par le plan du niveau du liquide ; par ce point , menons trois 
plans, le premier perpendiculaire à la génératrice du tube, le second 
parallèle à cette droite et passant par l'intersection du premier et du 
niveau du liquide , et le troisième perpeudiculaire à cette même in- 
tersection. Prenons ces trois plans rectangulaires pour ceux des coor- 
données ; et soient z', a:% y, celles d'un point quelconque de la sur- 
face capillaire, respectivement perpendiculaires à ces trois plans. 
L'ordonnée verticale z du même point , qui entre dans l'équation (10) 

aura pour valeur 

asss'cosi — je'sîn i; 

et cette équation deviendra 

g(f — cr)(z'cos« — jc/sini)=: lH(i-|.^). 

Or , en désignant par V le volume du liquide contenu entre le [^n 
des x' et y et la surface capillaire, nous aurons 

et nous conclurons de l'équation précédente 

g(P~J')(V'œsî — sini/jc^iùr^^ss— ^Hccosoi,. 

en représentant par c et â» les mêmes quantités que dans l'équation (t 6). 
D'ailleurs, l'intégrale fx^da^dy^ étendue à Taire entièfe de la aectioti 

10..* 
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du tube, sera nalle par ta nature du point C; par la même raison, le 
volume du liquide compris entre cette section passant par le point C 
et le plan des af et^, se composera de deux parties égales et de signes 
contraires; par conséquent, Y sera équivalent au volume du liquide 
compris entre son niveau et la surface capillaire ; et , en vertu de Fé* 
quation qu'on vient de former, ce volume et le poids correspondant 
suivront la raison inverse du cosinus de l'inclinaison du tube. 

Dans le cas de deux liquides superposés, si Ton désigne toujours 
par y le volume d'un cylindre vertical quelconque tronqué par la 
surface libre du liquide supérieur, et par cù le même angle que précé- 
demment; si, de plus, on appelle h l'aire de la base de ce cylindre, 
située dans le plan du niveau extérieur, l'équation (9) donnera 

g(p'_JN)V = (c'— n)6 — iH/cosa/fc, 

par un calcul semblable à celui du numéro précédent. 

Dans le même cas^ si l'on appelle V, le volume de la partie du 
même cylindre, terminée par la surface de séparation des deux li- 
quides, et ^ ce que devient l'angle o^, relativement à cette sur- 
face, on aura, d'après l'équation (7), 

g(p-pOV, = (n-c06-iG/cosç)i&. 
En ajoutant ces deux équations, il vient 

^ Cp'- J") (V-V.) + g(p — J') V. == — f H/cos «* — i G/ cos M. 
Or, si la surface intérieure du tube est cylindrique et verticale, et que 
celle du cylindre que l'on considère ne s'en écarte pas sensiblement , 
comme dans le cas auquel répond l'équation (16), Y — Vi sera le 
volume du liquide supérieur, et g (p' — J^) (V— V,), son poids qui 
devra être donné et que nous représenterons par P. En même temps, 
gCp — S'^y i sera le poids inconnu du liquide inférieur, soulevé ou 
abaissé par l'action capillaire, et que nous désignerons par F. L'angle 
^ sera constant , aussi bien que op ; par conséquent , l'équation précé-* 
dente deviendra , dans ce cas, 

P + r = — ïHccosûi — îGc cos^. (17) 

L'angle (à dépendra, comme le coefficient H, de la matière du tube 
et de celle 'du liquide supérieur; l'angle ^, comme le coefficient G , 
de lamatière dû tube et de la matière des deux liquides. 
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CHAPITRE III. 

Équation relative au contour de la surface capillaire. 

(57). En général, dans une question de Mécanique ou de Physique, 
relatiye k un corps, à une surface ou une ligne, il existe, outre 
l'équation commune à tous les points du système , d'autres équa* 
tions qui n'ont lieu que pour la superficie, le contour ou les points 
extrêmes. Ainsi , dans la question présente , indépendamment de l'é- 
quation commune à tous les points de la surface capillaire dont les 
distances aux parois du tube surpassent, toutefois, le rayon d'acti- 
TÎté moléculaire, il y a une autre équation qui n'appartient qu'à 
ceux de ces points qui sont sitqés à des distances insensibles de la 
surface du tube. C'est cette équation particulière qu'il s'agit main* 
tenant de former, soit dans le o^s de la surface libre d'un liquide, 
soit relativement à la surface commune à deux liquides superposés. 

Soit M (fig. 10) un point du liquide supérieur situé à des distances 
insensibles de la surface libre et ^e celle du tube. Par ce point, abais- 
sons des perpendiculaires MN et MK sur ces deux surfaces; suppo- 
sons que le plan de la figure soit celui de ces deux droites, et que 
les courbes ÂNB et DKE représentent les sections de la surface du 
liquide et de la surface du tube, par ce même plan. Faisons pas- 
ser par le point M deux autres surfaces, dont l'une coupe à angle 
droit toutes les normales à la surface du liquide, et soit représen- 
tée, dans la figure, par la courbe A'MB', et dont l'autre coupe aussi 
à angle droit toutes les normales à la surface du tube , et soit 
représentée par la courbe OMC, qui rencontre la courbe ANB au 
point 0. De tous les points de l'intersection de ces deux surfaces , 
abaissons des perpendiculaires, telles que MN, sur la surface du li- 
quide, lesquelles formeront , eu général, une surface gauche. En- 
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fin, par un point F appartenant à la courbe OMC, et situé à une 
distance insensible au - dessous du point M , menons un plan per- 
pendiculaire à cette courbe, qui coupe le plan de la figure, suivant 
la droite GFL, laquelle rencontre en 6 la courbe DKE. 

Nous supposerons la longueur de MF asses grande pour cpie Fac- 
tion du liquide situé au-dessous de ce plan , représenté par GFL , ne 
s'étende pas jusqu'à la surface représentée par Â'MB\ Nous ferons 

MK = Â, MN = /; 

et nous supposerons aussi ces distances assez grandes pour que, d'une 
part, Tactiofi du tube ne s'étende pas jusqu'à la surface représentée 
par OMC, et celle du liquide situé au-delà de cette surface , jusqu'aux 
points où la densité varie très rapidement dans le voisinage du tube ^ 
et que , d'un autre côté , l'action du liquide situé au-dessous de Â'MB^ 
ne s'étende )[>as ïion plus jusqu'aux points où la densité vinrie très rapi-» 
dément près de la surface srupérieure. 

Cela posé , pour obtenir les équations qu'il s'agit de trouver , nous 
allons chetcher les conditions d'équilibre de la partie du liquide com- 
prise entre le plan de la figure et un plan pat'allèle mené à une di»^ 
tance infiniment petite , qui aura pour base le pentagone cur?iligne 
ANMFG y et sera terminée latéralement par la surface gauche dont la 
droite MN est une génératrice, par la Sur&ce du liquide, par le plan 
projeté suivant la droite GF, par la surface du tube et par ceUe qui 
coupe toutes ses normales à angle droit. Nous appellerons C cette pe- 
tite portion du liquide, et nous désignerons par t son épaisseur cons- 
tante et infiniment petite. La forme que nous lui supposons est k plus 
propre à l'objet que nous avons en vue. 

(58). SI l'on décompose d'abord chacune des forces qui agissent 
sur C en deux autres , INine parallèle et l'autre perpendiculaire au 
plan de la figure, les composantes perpendiculaires auront des di- 
rections opposées; elles se détruiront en grande partie, et se rédui- 
ront à des forces insensibles par rapport aux composantes parallèles. 
L'équation d'équilibre des composantes perpendiculaires détermine^ 
rait implicitement la petite variation de densité du liquide qui a 
lieu parallèlement à la surface du tube, en vertu de la pesanteur; 
ce qui n'esl pas Tobjet que notts nous proposons. Nous ne nous 
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occuperons donc que des forces parallèles au plan de la figure ^ et 
nous décomposerons encore chacune d'elles en deux autres , Vune 
parallèle et lautre perpendiculaire à la droite KM. Si Ton divise C 
en filets parallèles a KM, Faction du tube, supposé homogène, sur 
le filet qui i^epond au point K sera normale à sa surface , et Ton 
pourra la représenter par Nêé', eu désignant par es' la base de ce 
filet; mais il n'en sera paâ tout -à -fait de même à Fégard des au* 
très filets, qui ne seront pas rigoureusement perpendiculaires k la 
surface du tube. En désignant par tr la longueur insensible de A6, 
il est aisé de voir que la somme des actions du tube sur tous ces 
filets sera sensiblement égale à JUiO- , parallèlement à -KM, et pourra 

se représenter par -4", suivant la direction perpendiculaire à KM; 

k étant une ligne d'une grandeur sensible, qui dépendra de la 
courbure du tube au point K. Cela posé, l'équation d'équilibre des 
forces parallèles à KM servirait à déterminer la valeur de N, la- 
quelle est une inconnue qui ne peut pas s'exprimer par une intégrale 
définie, d'après ce qu'on a expliqué dans le n^ 12. Mais cette force 
nous étant inutile à connaître, nous n'aurons pas besoia de l'équation 
dont elle dépend , et il nous restera seulement à considérer l'équilibre 
dès autres composantes. 

En désignant, pour abréger, les différentes parties du liquide par 
celles de la figure auxquelles elles répondent , je repr&enterai par Se 
l'action exercée par la couche ANMFG sur C qui en fait partie , par «zri 
l'action de E6FC , et par P celle de LFC ; je désignerai de même par 
Q€ Faction de BNMFL , c'est-à-dire l'action de la couche superficielle 
fiNMB' ajoutée à BlldFL, sur la partie de C qui répond à A^MFG, 
et par Te et Vc les actions de BNMB' et de B'MFL sur l'autre partie 
de C, correspondante à A'MNA; et toutes ces composantes, parallèles 
au plan de la figure et perpendiculaires à KM, seront supposées diri- 
géesdebasen bautou vers la surface supérieure du liquide. Relativement 

à chacune de ces forces , on pourra négliger la composante -r— , qui 

proviendrait de l'action du tube, ainsi que le poids de C; si, de 
plus , nous supposons le liquide placé dans le ride , ou que nous fiis- 
sions abstraction de l'action des molécules de l'air atmosphéNque 
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sur celles de C, il faudra ^ pour Fëquilibre de cette petite partie du 
liquide , que l'on ait 

S4.w + P + Q4-T + V=o. (0 

Il 9'agira donc de calculer succesairemeut les valeurs des six quan- 
tités contenues dans cette équation ; mais , auparavant ^ je ferai re~ 
marquer que chacune d'elles dépendra d'une intégrale quintuple , re-* 
lative à des variables qui n'auront que des grandeurs insensibles , 
taudis que les forces quon a considérées dans le chapitre précédent 
étaient exprimées par des int^rales quadruples, relatives h de pa- 
reilles variables. On conclut de là que si l'on s'arrête au même degré 
d'approximation que dans ce chapitre , il sera permis de négliger , 
sous le signe de l'intégration quintuple , les quantités de l'ordre de 
celles que l'on a conservées sous le signe de l'intégration quadruple ; 
il en résulte qu'on pourra, dans le calcul des valeurs de ^, P, Q, 
T| y, faire abstraction de la courbure du liquide , et remplacer la 
surface supérieure par son plan tangent , et la courbe Â'Mfi' par la 
tangente au point M. Par la même raison, et à cause que la lon- 
gueur de ÂKG est sn]^>osée insensible , on pourra aussi négliger la 
courbure du tube, et considérer les courbes AKG et OMF comme 
des droites perpendiculaires à KM. Enfin, on négligera encore la 
petite variation de densité du liquide dans son intérieur, à laquelle, 
précédemment , 00 a du avoir égard 3 mais , dans le calcul de la 
SstœcffSf il faudra tenir compte de la compression du liquide pro-* 
duite par l'action du tube ^ et dans le calcul de Te , on devra avoir 
égard à la variation de sa densité près de sa surface supérieure : la 
partie de ÂÂ'MN, dans laquelle cette densité varie à la fois dans 
le sens normal à cette surface et suivant la perpendiculaire à celle 
du tube, n'influera pas sur les valeurs de or et T., non plus que 
sur celles de P et Y , à. eause des loogueui^ qu'<m a supposées aux 
distances MF,. MN , MK^ quoiqu'elles soient toutes trais insensibles. 

(3g). S'il fallait calculer la valeur de S , il serait nécessaire d'avoir 
égard à cette double variation de densité , aussi bien qu'a la cour- 
bure de'ÂN; car cette courbure et rinclînaison de la tangente peur 
vent varier très rapidenîeut dans la longueur ânsensiUe de cette 
ligne, et être très différentes au point N et plus près du tube : on 
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pourrait seulement négliger la variation de densité et la courbure 
du liquide, parallèlement à la surface du tube. Mais je vais démon- 
trer, sans aucun calcul , que Ton a S = o. 

En effet, j'appelle C la couche liquide dont C fait partie , et à 
laquelle répond la force S. Je décompose C et C en filets tels que 
MNO (fig. Il), dont chacun soit composé d'une partie cylindrique 
NO parallèle à la surface du tube , c'est-à-dire k la direction de la 
force S, et d'une autre partie NM, d'épaisseur yariable, perpendi- 
culaire à la surface AB du liquide, où ils viendront aboutir par en 
haut. J'appelle y le filet MNO appartenant a C, et y^ un autre filet 
PQR appartenant à C. Si leurs extrémités M et F sont également 
éloignées de la surface du tube, les deux filets seront identiquement 
composés, et il en résultera que si l'on mène au-dessus du liquide 
•un plan GH perpendiculaire à la direction de S , Faction , suivant 
cette direction, d'un élément de/*' situé à une distance s du plan GH, 
sur un élément de y* situé à une distance s\ sera égale et contraire à 
l'action de l'élément de f situé à la distance /, sur l'élément de f 
situé à la distance ^; par conséquent, l'action totale de f sur y sera 
nulle dans le sens que nous considérons. Si , au contraire , les points 
M et P sont inégalement éloignés de la paroi du tube, je supposerai 
qu'un autre filet F de C et le filet f de G ont leurs extrémités supé- 
rieures à la même distance de cette paroi , qu'il en est de même à 
l'égard du filet y de C et d'un second filet F' de G, et que, de plus, 
f et F' appartiennent à un segment de C parallèle a t. Alors, il est 
évident que l'action, parallèle à S, exercée par y sur y sera la même 
que celle qui serait exercée, dans le même sens, par F sur P, la- 
quelle serait égale et contraire à la réaction de F' sur F; donc les 
actions, parallèles à S, de J^ sur y et de F' sur F sont égales et con- 
traires; et, en joignant cette conclusion à la précédente, on voit 
que les actions de tous les filets de C sur tous ceux de C , parallè- 
lement a la surface du tube, se détruisent deux à deux, en sorte 
qu'on a S =B o ; ce qu'il s'agissait de prouver. 

(4o). Pour former l'expression de <sr, j'élève par le point G (fig. lo) 
une droite perpendiculaire au plan de la figure. Je désigne par ûc, 
jr, Zf les trois coordonnées d'un point quelconque du liquide infé- 
rieur, ajant pour origine le point G, et respectivement parallèles 

II 
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k cette perpeddicalaire et aax lignes GL et GE ; reUtirement à ua 
point quelconque de C^ ou aurm xss^o, et Ton pourra représenter 
ses deux autres coordonnées par^' et ^^ z^ En appelant r la distance 
de ce point à Tautre ^ on aura 

Les élémens de volume qui leur correspondent seront idjr'dz' et 
dxdjrd% : j'exprimerai par le produit 

^ (r, y, y) idydz^dxdydz , 

leur action mutuelle ; (p étant une fonction dont la valeur sera insen- 
sible pour toute valeur sensible de r, symétrique par rapport à ^ et 
y, et qui variera aussi très rapidement avec chacune de ces quantités, 
à raison de la compression du liquide près de la surface du tube. A, 
mesure que J' ety approcheront de GF, qui est la même chose que h, 
cette fonction approchera d'être indépendante de ces variables, et de se 
confondre avec la fonction R relative à l'intérieur du liquide , en sorte 
que si l'on y met A + <^etÂ-— t/àla place de^ ety, et qu'on sup- 
pose u et u' moindres que le rayon d'activité moléculaire, on aura 

f (r, k*{^Uj h — tt')=sR. 
Cela posé , nous aurons 

mt%mfMr, y, f) i±i.' dxdxdfdzdz! , 

en considérant la fonction ^ comme positive ou comme n^ative, 
selon que la force qu'elle représente sera répulsive ou attractive. Par 
la nature de cette fonction , on pourra étendre les intégrales relatives 
k zei z' depuis zéro jusqu'à l'infini, et, en même temps, celle qui ré- 
• pond à a: sera prise depuis^— oo jusqu'à +00 ; mais les limites relatives 
à/ ety seront^ = o et / = o, ^ = A etyz=zh. 

Soit ^(r, jr, y) une fonction de la même nature que ^(r, 7-, /), 
et faisons , pour un moment , 

nous aurons 
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et, par consëqnent, 

en dësignant par /^ la valeur de r qui répond à z' = o , de sorte 
qu'on ait 

£q intégrant par partie , et observant que 9 s'évanouit à la seconde 
limite, on aura 

et au moyen de ces ^nations , la valeur de « deviendra 

Soit encore 

et , par conséquent , 

Si l'on substitue i^ et 6 aux variables .r et z , il faudra prendre 

et les limites relatives hx et z étant afss-— oo et:r=oo, zcso et 
z =s 00 9 celles qui répondent à et v devront être &=:o et 6?=r sr^ 
p = o et ç^ = 00 . LMntégration relative à Ô s^effecf uera immédiate^ 
ment, et il en résultera 

Cette intégrale triple ne peut pas se réduire davantage ; eUe dé- 
pendra de la compression du Kquide dans )a couché adjacente au 
tube, et, par suite, de la matière du tube et de celle du liquide. 
Nous conserverons la lettre ^ à la place de cette expressfon ^ et 
nous regarderons <8r comme une quantité dont le signe et la valeur 
devMBt être donnés dans chaque cas p^rticalier* La limite h pei^f 

II.. 
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être prise arbitrairement^ pourvu qu'elle soit insensible et qu'elle 
surpasse néanmoins les rayons d'activité des molécules du tube et 
du liquide; mais^ d*après ce qu'on a déjà vu dans un cas pareil 
( n* 28), la valeur de l'intégrale précédente ne changera pas avec 
celle de h. 

(41). L'expression de P se déduira évidemment de celle de ^r , 
en transportant l'axe des a: au point F^ faisant 

et changeant la fonction ^ dans la fonction R relative à l'intérieur du 
liquide. D après la formule (2) , on aura donc 

/• =(/• + (« + u')\ 

Cette valeur de r'* permettra de remplacer les limites h par l'infini , 
dans les intégrations relatives k u et uf ; et comme la quantité R est 
la même que celle qui entre dans l'expression de q du n^ 25 , on en 
conclura 

Pour calculer T^ j'observe que la densité du liquide étant la même 
parallèlement à sa surface^ dans toute l'étendue de l'action de B'MNB 
sur la partie de G qui répond à Â^MNÂ, et ne variant que dans le sens 
de la normale MN, il s'ensuit que la composante de cette force sera 
oulle suivant cette droite^ aussi bien que suivant la perpendiculaire 
au plan de la figure. Cette force elle-mênie sera dirigée dans ce plan 
et suivant la perpendiculaire à MN ; je la désignerai par Ve , en sup- 
posant qu'elle agisse de dehors en dedans de la partie de C. En appe- 
lant cû l'angle KMN compris entre les perpendiculaires MK et MN à 
la surface du tube et à celle du liquide, la composante de cette force, 
parallèle à MO et dirigée par en haut, aura pour valeur --* Ue cos û». 
Or , cette compo^nte est la force qu'on vient de représenter par T< ; 
on aura donc 

T = — U cos ». 

Quant à la valeur de U, elle se déduira, sans nouveaux calculs, de 
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celle de 4r 9 en y remplaçant h par / , et la fonction <p{r^, y^ y) 
par une autre fonction 4 (/, j-, jr') , jiépendante de la variation de 
densité du^liquide suivant l'épaisseur de sa couche superficielle* Nous 
aurons , par conséquent , 

D'ailleurs, en mettant l-^s, / — ^i^ii, au lieu de jr, y, u, 

dans cette fonction ^^^ elle sera précisément celle qui est représentée 

par R, dans l'expression de q^ du n"" aj , lorsqu'il s'agit , comme ici , 

d'un seul liquide placé dans le vide. On conclut de là U = — ?i 9 ^t 

par suite 

T =s 9, cos cû, 

D après ces valeurs de P et T, et à cause de S = o, Féquation (i) 
devient • 

«• — q H- j, cos a -f- Q + V ^ o ; (5) 

et il ne restera plus que Q et V à déterminer. 

(43)- Pour plus de généralité, considérons deux prismes liquides 
qui ont une arête commune d'une longueur indéfinie , et dont les faees 
adjacentes à cette arête se prolongent aussi indéfiniment. Soient ACB 
et B'CA' (fig. I a) les sections de ces deux corps , par un plan perpen- 
diculaire à cette arête. Par le point C appartenant à cette arête , 
menons dans ce plan une droite DCE, et faisons 

ECA = fl, ECBs^, DCA'=fl', DCB'=A'j 

chacun de ces angles étant supposé positif ou négatif, selon qu'il 
tombe à droite ou à gauche de la droite DE. Appelons Zê l'action 
exercée parallèlement à DE et dirigée de bas en haut, pgr le prisme 
dont la section est ACB sur un segment de l'autre prisme, compris 
entre le ]Jan de la figure et un plan parallèle , mené à une dis- 
tance infiniment petite et égale à e. Les valeurs de Q et Y se dédui- 
ront de celle de Z, en déterminant convenablement a, 6, a', h\ Il 
s'agit donc de trouver l'expression de Z en fonction de ces angles. 

Pour cela, soient M et M' des points appartenant respectivement à 
ACB et à A'CB', et compris dans la sphère d'activité l'un de Tautre* 
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Si Qpus faisQDS 

ACM = «^, A'CM'=P', Cl\I = w, CM' = w',. 
}e carré de la distance MM' aura pour valeur 

w* -H w'' •+• 2w«' cos (i^ + /) ; 

et si l'on désigne par r la distance M'm au point M', d'un autre point 
171 dont M soit la projection sur le plan de la figure, et dont la di»- 
tance à M soit représentée par x, on aura 

r* =: JET* -j- M* + m'' -f- 2UU* cos ((^ + i^). 

Les élémens de yolume correspondans à ces points M' et m auront 
pour expressions ai' du! dç^ et ududxdi^; ef si le liquide dont sont for- 
més les deux prismes est le liquide intérieur auquel répond la force Q , 
leur action mutuelle, lirigée suivant la droite M!m, ^evra être repré- 
sentée par le produit • 

Reiu/dxdudi/duds^ ; 

R étant la même fonction de r que dans le numéro précédent. 

La somme des projections de uett/ sur la droite DE, oy la partie 
NN' de c^tte droite interceptée entre les perpendiculaires MN et M'N', 
sera égale à ucosif+ u' cos s/-^ en .la divisant par r, on aura le co- 
sinus de l'angle que fait la droite M'm avec la direction de CD ; par 
conséquent, on aura 

L'intégrale relative à x s'étendra seulement depuis x^tszo jusqu'à 
jT ts ao , parce que Ton a doublé le résultat; les intégrales relatives à 
u et u' seront aussi prises depuis u =: o et u' s=s o jusqu'à » = co et 
UtBxao . Quant aux intégrales qui répondent à (^ et /, eHes auront 
pour limites les angles a, b, à', b^; et comme les élémens de volume 
dont on a fait usage supposent les dilFérentielles di^ et dv^ positives, 
et, par conséquent, les angles v et / croissant dans ces intégra- 
tions, il faudra toujours prendre pour la première limite relative à r, le 
plus petit des deux angles a et b, en ajant égard à leurs signes , 
et pour la limite relative à (^', le moindre des deux angles a^ et ^^ 
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Cela pose, Tiatégrale quintuple se réduira à uue iat^rale simple, par 
l'analyse suivante. 

(45). Je mets xuy xii^ xduy xdui^ à la place de u, li^ du^ dui \ ce 
qui ne change rien aux limites zéro et l'infini des intégrales relatives 
à i^ et a'. II en résulte 

Z s 3 fffff^ ftooi^ooM/ ^^dxdud^dvds/, 
r* = or* [i -f- «• -I- w'' + 2««^ cos (i' H- p')]. 
Cette dernière équation donne • 

les limites relatives à r seront aussi rs=oetrs=00y et la valeur 
de Z deviendra 



Z s= 2kf^Kr^dr = — i^qk, 



en faisant, pour abr^er, 

et ayant égard à la valeur de ç du n* ^ 
Si nous faisons maintenant 

{^ = pcos8, u^=psin6, dudU :=si fdf^ S , 

les limites relatives à p et 8 seront pssoet p=:«o, flssoet 

Os3-^. et nous aurons 
2 

ou, ce qui est la même chose, 

J'>^^-^*iJJJ [i + a co» 8 «nfloM (.» + •)]» 



aa mettant p diriaé par Vi + ^ oos d sin oos(p -H <^ ^ ^ place de f , 
ce qui ne change rien aux limites. 
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(44)* On a identiquement 

0s y + cos y ^j, , 6in (u-f- Q »int^' 

I + cos (p + /) """^ **•* 1 + cos (i' -f" ^') ' 

et, par conséquent ^ 

«'[i + coeCw + i'')?"^^ i+cos(i'+ sf)^Ji^ [i + 008(i/+i/)]*' 
En intégrant par partie , on a aussi 

a* [i + «>»(«'+0]* """^ i + ootC^+é') """ 1 4- CO8 (!'-+•«') 

/^y eos /^t/ 
a' 1 + COS (•'■+• /) ' 

et si l'on ajoute cette équation à la précéilente, il en résulte 

/*^ (cos V + cos /) dv' sî n y sin n' 

fl' [i + cos(i^ + i'')]* ^" 1 +COS (i' + *') "~ r+cos(JM-^^ 

d'où l'on conclut 

— :?= sin V I — 7— TTTv — sin a' 1 —z . ■ , a > 

J'effectue ces intégrations par les règles ordinaires , puis je subs- 
titue la yaletir de k qui en résulte dans celle de Z; il vient fina- 
lement 

Z = ç {sin b' [ tang i (a + b') — tang i (6 + b'f^ 

— sin a' jtang - (a + a') — tang i (a'-f- ^) ]} • (4) 

Si l'on eût intégré d'abord par rapport à (^^ et ensuite par rapport 
à p', on aurait trouvé cette autre formule : 

z = 9 {sin J [tang i (a'+ i) - tang -^ ( 6 + ô')] 

— sin a [tang i (a + a';— tang j (a -f- é')^} , (5) 

qui doit être équivakate à la précédeote. 



Dans les applicâtidns qu'on fera de oeft deux formules^ on se sou- 
viendra que les différences i — a et J'— ni sont supposées toutes 
deux positives. 

Relativement à la quantité Y du n^ 38^ il faudra prendre les lignes 
MF, MB', MA'^ MN^ de la figure lo^ au lieu des droites CA, CB, 
CA', CE', de la figure 1:2 , et la ligne FMO à la place de Taxe ECD, 
à partir duquel sont comptés les angles a^ à! y h y h'\ On aura alors ' 

a = o , ^ s=: FMB' = ir — A> , 

a' = A'MO=«— 9r, 6' = 0MN = û) — i^r; 

a> étant, comme dans le n° 4^9 l!angle KMN, obtus ou aigu, mais 
toujours cûB»pris entre zéro et tt, ce qui rend positives les diffé- 
rences i — tt et y — d.Vi en résultera immédiatement 

V = — J sin û) ^ 

quand on fait usage de la formule (5). Lorsqu'on emploie la for-^ 
mule (4) , on trouve - 

V = 9 I cos od tang Q w — - a j + cos « — sîn & cot - â> ; 

quantité quW peut effectivement réduire à — çsinû». Dans le cas 
particulier de a» rm ^ ?r , la figure \o montre que la force Y est égale 

à la force P du n® 58, dont la valeur est, en effet, Pt= — y. 

(45). La quantité Z devient, en général, infinie, lorsque Tune 
des sommes a-hn', h^Vj u + *S ^'+*> est égale à diçr; ce 
qui tient à ee que les deux prismes ont alors une face commune , 
et qu'on a supposé * leurs faces infiniCvCi. Mais si, en même temps, 
l'un des angles a, ô, a/, h\ est zéro ou db 'xr, le terme qui ren- 
drait la valeur de Z infinie se présente sous U forme -, et est réel- 
lement indéterminé; circonstance qui exige une attention parti- 
culière. 

Supposons, par e;^mple, que^ les droites CA et € A' se confondent 
avec CE (tig. i3), en sorte que Zc exprime l'action exercée, suivant 
la direction CD, par le prisme dont la section est BCE , sur la 
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couche liquide située à gauche de DCE et augmentée où liîsnkibéê 
d'une partie correspondante à Fangle DCB^, selon que la droite CB' 
tombe il <lroite ou k gaueliede GE^^ c^est=à-dirë^eh>D que.ranglê 5^ 
est positif ou négatif. Ou aura alors 

a = o, a'zsz — TT, 6 = ECB, A'=yPÇ]^' j , . , ... 

et en faisant 



sin a tang - (a + a') = or , siu af tang - (a •+- 0!).'=^? ^ > 



les formules (4) et (5) 



2.5= q [fiitt^ b' tangi t'-- sin b' tangi (* + itO-^-a^} 



M. 



Z SS5 — ç jsitt b cot ^ b H^'Stn b tang- (Ô4- A')"!^ -v^* 

Or, 0? et ûc' dépendant de deux quantités a et a' indépendantes entre 
*elles^ on ne saurait déterminer, à priori j, les "vcéritableft valeurs de jc 

et x', qui se présentent sous la forme ^ pdur" les rafeurs particu- 
lières at:=zo et a'=z — ^; mais il y a un cas dans lequel on a évii^ 
demment Z = o , ce qui suffîl^our la détermination des inconnues 
X et x\ Ce cas a lieu quand on fait coïacider CB et CB^ avec les 
deux parties CG et CG' de la perpendiculaire à DCE meûée par le 
point C ; car il est évident que laction de GCE sur G'CE est nulle 
suivant la direction CD. Si l'on fait 

i = ECG = -7r, *'=DCG'=— -^, 

il faudra donc qu'on ait Z=so; d'où l'on conclut j?s=:— i, af:szi. 
Par conséquent, on aura 

Z = 9 r8Î0 6'!tangiô'*---sin A'ttagi(A-f-6')---i |, 
Z ss «— 9 j sin b cot ^6 «|- sio & tang -^ (A -h 4')— * 1 J^ 

On vérifie sans peine l'égafité de ces» deux vaiewrs; noua pren-*- 
drons leur deDpi-^yKmne pour Texpression de Z, que Fon pourm 

12.. 
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écrire ainsi : 



i < ' . 

Z=:,— -^(cos è +ÇOSÔ') — -9 (sin b 4- sia 6') tang - (6 + è'). (6) 

On yérifie aussi, non pas chacune des valeurs de x et x'y mais leur 
différence; car, à cause de 

sin^t^ — sina= asin -(a'— fl)cos-(a + ^0^ 
celte différence est ^ ' ^ * - ' 

a/ ^ a? = a sin - (a'— a) sîn - (a + a^) , 

et, par conséquent ^ x^ ^x= 2, dans lé cas de a= o, a'==: -* ^. 

Si Ton fait coïncider la droite CB' avec le prolongement CF de la 
droite CB, on aura 6'::^-— 6; ce qui réduira la formule (6) k 

Z = — a cos b ; 

làé, étant alors l'action exercée, suivant la direction CD, par le' 
prisme qui répond à BCE sur la couche liquide correspondante à 
FCë« En prenant pour b le supplément tt — â» de l'angle qui a été 
désigné par oo dans le n^ 18, la force 0, dont on a calculé la valeur 
dans ce numéro, sera l'intégrale de — Tids étendue à tous les élémens 
ds du contour de la couche liquide, sur. laquelle cette force s'exerce. 
Or, à cause que la constante 9 est ici la même que dans le n^ 18, 
on voit que cette valeur 

Q = — /Zûfr = — ^r/cos (»dsy 

coïncide avec la formule (10), que l'on a obtenue d'une autre ma- 
nière. . • . . 

La formule (6), ainsi que chacune des équatipns (4) et (5), suppose 
que les faces des prismes s'étendent à l'infini; ce qui n'a pas lieu 
dans le cas de la force Qtf.du n*" 38. Mais si l'on prolonge indéfini- 
ment les lignes OF et ÂG au-dessous de la droite GL (fig. 10), 
on n'altérera pas la valeur de Q^-; car, par là, on y ajoutera Fac- 
tion de CFL sur le prolongement de C , qui est nulle suivant FO , 
el les actions de LFMB' sur' ce ' prolongement et de LFC sur C, 
qui 9ont égales et>contraireSi Nous pouvons donc appliquer la for^ 
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maie (6) à la quantité Q; et, poar cela> il y faudra faire > 

ùù étant le même angle KMN que dans la valeur de V du numéro pre-^ 
cèdent. De cette manière , on trouve 

Q == g (sin (» -f" cos (») ; 

on aura y par conséquent , ^ '■ 

V -f- Q =5:7008 ô»; (7) 

et réquation (5) deviendra finalement 

gf— .<Ô's=(j+5r,)cOs^. (8) 

« 

(46). Les normales à la surface du tube et à celle du liquide, me- 
nées par le point , étant sensiblement parallèles aux droites MK et 
MN, on peut rapporter cette dernière équation à ce point même de la 
surface du liquide. Ainsi, en un point quelconque O de la surface ca* 
pillaire> dont la distance à la paroi du tube est insensible^ mais plus 
grande que les rayons d'activité des molécules du tube et du liquide , 
l'angle o) compris entre la partie extérieure de la normale au liquide 
et la perpendiculaire abaissée du même point sur la paroi voisine 
du tube:, est indépendant de la courbure du tube et donné par Téqua*" 
tion (8). 

Dans ce qui précède, nous avons supposé qu'il s'agissait de la sur- 
face libre d'un liquide placé dans le vide ; mais on parviendra à urv 
résultat semblable, si Ton suppose que le point appartienne à la 
surface de séparation de deux fluides quelconques , pourvu qu'il soit 
toujours situé à une distance insensible de là paroi du tube : il sera 
facile, en dfet, de voir comment l'équation (8) deirra être mo- 
difiée. 

Nous supposerons, dans ce cas général, que les quaqtités q éi m 
i^partiennent au liquide inférieur; nous désignerons par q' et <zp^ ce 
que oes quantités deviennent relativement au liquide supérieur, en 
sorte que t^a^ soit une force provenant de l'action du tube sur la 
couche adjacente de ce liquide^ et dirigée en sens contraire de la 
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force é^ du n^ 58; nous étendrond^ oonuiie dtna le n^ 2j, rintégtalo 
représentée par 9, aux couches adjacentes des deux liquides; enfin, 
nous désignerons^ par ç Fangle compris entre la partie de la nor- 
male à cette surface , contenue dans le limpide supérieur, et la per- 
pendiculaire à la paroi du tube^ menées Tune et 1 autre par le 
point 0. On verra, sans peine, que l'équation (8) devra être rem- 
placée par celle-ci : . ^ 

î — ^ •*- / + *»•'« (j 4- 9' -^.9,) co&^, 

c'est-à-dire 

K = G cos ^ , (9) 

en faisant 

^r — ^ — 9'+«r'=iK, 9 + 4' + ?,= ^ G. (10) 

Le coefficient G entre déjà dans l'équation (7) de la aurface ca- 
pillaive (n? ag) ; le coefficient K est une antre constante qui dépe»r 
dra de la matière des deux liquider» et de eelle du tube, à raison 
des quantités ^ et ^. Si l'on appelle F et F les valeuBs de K qui 
auraient lieu relativement an liquide inférieur et< au liquide supér- 
rieur^ conçidéré$ isolémeoEit , on aura 

K = F — F'; 

en sorte que la valeur générale de K peut seconclore de ses deux 
valeurs particulières, ce qui n'a pas lieu à l'égard du coefficient G. 

L'angle ç sera c<>nstant pour tous les pointa dn contour deJa 
sur face : capillaii^ , si toutefois le tube est bomogène. Si la matière 
du tube variait par degrés in8ensible3y l'angle p varierait de mème^ 
et serait toujours déterminé ^ en chaque point, par l'équatioiv (9)-' 
Réciproquement , quand c^t angle sera donné par Tobsetrvation , il 
fera connaître la valeur ccirrespondante et la signe dft rapport de 
K à G. 

(47)v L'éqmition relative an contour de chaque surface capillaire 
servira à déterminer les fonctions arbitrairea contevuesi dans l'intéf- 
grale de L'cquation de cette surface; mais cette dernière équation 
é|taat dui aecmd ordre , sont intégrale complète renf ermera deux 
fonctioos, et il faudra deux^conditioiis partkidières pMur If a détermi*^ 
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ner. Or^ la projection du contour sur le plan des ^ et ^ sera ton* 
jours une courbe fermée. Il y aura donc deux valeurs de j" en 
fonctions de ao^ qui répondront à cette courbe; et Féquation du 
contour devant subsister pour chacune de ces deux valeurs, sera 
réellement double , et fournira les deux équations nécessaires. Dans 
ces calculs, on pourra prendre, sans erreur sensible, pour la pro- 
jection du contour de la surâice capillaire , celle de son intersection 
avec la paroi du tube. 

Si l'on a placé dans rintérieur du tube un autre corps solide , un 
cylindre, par exemple, qui traverse le tube suivant sa longueur, 
Féquation du contour aura lieu relativement à la surface extérieure 
de ce cylindre et à la sùr&œ intérieure du tube. Toutefois , pour 
qu'elle s'applique à la surtace du cylindre, il faudra que son diamètre 
ait une grandeur sensible ; car cette équation suppose que les rayons 
de courbure de la surface du corps solide, contré laquelle le liquide 
s'appuie, soient extrêmement grands et comme in/inis par rapport au 
rayon d'activité moléculaire; condition sans laquelle il n'aurait pas 
été permis de considérer, daus Tanalyse précédente, la surface de ce 
corps comme un plan , dans toute l'étendue d'activité de ses molé- 
cules et de celles du liquide. En supprimant le tube , on aura le cas 
d'nn liquide qui s^élève ou s'abaisse autour d'un corps solide. 

En substituant anx variaMes a? et ^, les coordonnées polaires du 
pcÂnt auquel elles appartiennent, c'est«à-dire son rayon vecteur r 
et l'angle 0, qu'il 6aît avec un axe fixe , l'ordonnée z sera une fonc- 
tion de r et 8 qui ne devra pas devenir infinie pour r=ro, lorsque 
l'origine de ce rayon sera la projection horizontale de l'un des points 
de la sur&ce capillaire , et qui devra être nulle pour r = oo , quand il 
s'agira d'un liquide indéfiniment prolongé , dans lequel on aura 
plongé l'une des extrémités d'un corps ^lide. Ces conditions pour- 
ront remplacer, en partie , celles qui résulteraient de l'équation re- 
lative au contour de chaque surface capillaire. 

On -conclut de là que les équations des surfaces capillaires qu'on a 
données dans les n^ ^^g et 5o , celles qui appartiennent à leurs con- 
tours, l'équation indiquée dans le n* 3o et relative au volume* du li* 
quide supérieur, quand il y a deux Uquides superposés, et, si l'on veut, 
les conditions particulières à r sso et r s: oo , seront, dans tous les cas, 



96 NOUVELLE THÉORIE 

ea nombre suffisant pour la détermination complète de la surface d'un 
ou de plusieurs liquides, dans l'intérieur ou autour d'un corps solide. 
Ces diverses équations renferment donc la solution complète du pro- 
blème, qui ne peut pluà présenter maintenant que des difficultés 
d'analyse : on peut les regarder comme insurmontables dans le cas . 
d'une solution rigoureuse etdun corps de figure quelconque, à cause 
je la forme compliquée de l'intégrale générale dont il faudrait par- 
tir, qui comprend, comme cas paiticulier, celle de l'équajion -^re- 
lative à la surface de l'aire mininuijei qui s'obtient, sous forme £nie, 
par le même procédé ; .mais cela n'empêche pas qu'on ne puisse dé- 
duire de ce système d'équations différentielles, comme on le verra 
dans les deux chapitres suivans , des formules applicables aux nom- 
breux et très divers phénomènes de capillarité, que les physiciens ont 
observés. 

(48). Si l'on suppose que la surface intérieure du tube soit celle 
d'un cylindre vertical, la lig^ne OMFC sera droite et verticale dans 
toute sa longueur; et il ne sera plus nécessaire, pour l'exactitude de 
l'analyse précédente, de prendre le point F, comme nous l'avons fait, 
à une distance insensible du point M. Supposons donc que le plan 
représenté par GFL, qui sera, dans ce cas, un plan horizontal, soit 
mené à une distance quelconque au-dessous dé la surface ÂOB du 
liquide, et représentons par et sa distance au plan du niveau exté- 
rieur. Considérons le volume du liquide. qui répond à LFMNB, le* 
quel sera sensiblement le même que celui du cylindre vertical, tron- 
qué par la surface capillaire, qui répond à LFOB. Soit gpaÇ + A son 
poids ; € étant la base de ce cylindre, g la gravité, p la densité dii li- 
quide , et A la partie de ce poids soulevé ou abaissé par l'action ca- 
pillaire , selon que cette quantité A sera positive ou négative. L'autre 
partie gpoiS du poids dont il s'agit sera tenue en équilibre par la pres- 
sion exercée en sens contraire sur la base Ç, et qui représentera l'ac- 
tion du liquide situé au-dessous du plan GFL, sur la portion de li- 
quide que nous considérons; il faudra donc que le poids A soit 
soutenu par l'action verticale de la couche environnante et qui cor- 
respond à GFMNA, sur cette même portion de liquide. Or, l'action 
de chaque segment C de cette couche est égale et contraire à la somme 
^ forces qu'on a représentées précédemment par T^g, \ê et Qé (n* 58); 
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si donc on appelle c le contour de la base C 1 ou , sensiblement , 
celui d^une section horizontale de la paroi du tube^ et si Ton ob- 
serve que les forces Ti , Vi et Qé sont constantes pour tons les seg* 
mens C de la couche liquide, il faudra qu'on ait 

A + (V + Q + T)c = o, 
^u bien, en yertu de l'équation (8) et de la valeur de T du n* 4' ^ 

« 

résultat qui coïncide avec l'équation ( 1 6 ) du n* 56, en observant 
^e le liquide étant placé dans le vide, q + ?|. est la valeur du coef* 

ficient -H. * 

Cet accord remarquable entre deux moyens aussi diiSerens de dé- 
terminer le poids du liquide soulevé ou abaissé par l'action capil- 
laire, dans le cas d'un tube cylindrique et vertical, peut servir de 
vérification à notre analyse ; mais il faut remarquer que la méthode 
qui nous a conduit à l'équation (l6) est la plus directe, et qu'elle 
est aussi la plus générale, en ce qu'elle ne suppose au tube aucune 
forme particulière. 
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CHAPITRE IV. 



Équilibre dun ou de plusieurs liquides dans un tube capillaire. 



(4g)- Je supposerai d'ftbord qu'il n'j ait qu'on seul liquide liomo^ 
gène et partout k la même température , ainsi que le tube de fomae 
quelconque que l'on y a plongé par son extrémité inférieure , et je 
vais réunir y dans ce numéro, les formules relatives à Téquilibre de 
ce liquide, que l'on a obtenues en differens endroits des deux cha-* 
pitres précédens. 

L'équation commune à tous les points de la surface libre du li- 
quide ^ qui sont à une distance des parois du tube plus grande que 
le rayon d'activité moléculaire, est 

gpz = iH(i+'); (.) 

le plan des xetjr est celui du niveau du liquide en-dehors du tube ; 
l'ordonnée verticale z est positive ou négative, selon que le point 
quelconque M auquel elle répond se trouve au-dessus ou au-dessous 
du niveau; X et A^ sont les rayons de courbure principaux de la 
sur&ce au point M , et ils sont regardés comme positifs ou comme 
négatifs, selon que les lignes de courbure tournent leur concavité 
ou leur convexité eu-dehors du liquide ; p est la densité du liquide , 
ou, plus exactement, cette densité diminuée de celle de l'air, quand 
le liquide n'est pas placé dans le vide; on suppose alors que la 
pression atmosphérique est la même en -dehors et en -dedans du 
tube; enfin, g représente la pesanteur, et H un coefficient cons- 
tant donné par l'expérience, et qui dépend de la matière et de la 
température du liquide. 

Les formules relatives à la courbure des surfaces donnent 



X + 7 
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= — -5I . j ^a; 

et, pour que cette valeur de - -f- ^ ait le sigoe convenable, il faudra 

regarder son dénominateur, dont le signe est ambigu , comme positif 
on comme n^atif , selon que la normale menée par le point M , en*^ 
dehors du liquide, et la verticale menée par le même point, en sens 
contraire de la pesanteur ou dans le sens des z positives, feront un 
angle aigu ou obtus. 

Relativement à un point quelconque du contour de la surface 
du liquide, c'est-à-dire relativement à tous les points de cette sur^ 
face qui sont à une distance insensible de celle du tube , mais tou- 
jours plus grande que les rayons d'activité des molécules du tube 
et du liquide, on a cette équation 

F = H cosû>, (5) 

dans laquelle û^ sera l'angle aigu ou obtus, compris entre la partie ex- 
térieure de la normale au liquide menée par le point , et la per- 
pendiculaire abaissée du même point sur la paroi du tube la plus 
voisine de : H est le même coefficient que dans l'équation (i) , et F 
une autre constante, aussi donnée par l'expérience et dépendante de 
la nature da liquide et de celle du tube. 

Si l'on abaisse de tous les points de ce contour, des perpendiculaires 
sur le plan des x et jr^ qui formeront la surface d'un cylindre vertical ; 
que l'on appelle c le contour de sa base, c'est-à-dire la projection ho- 
rizontale du contour de la surface capillaire, et que l'on appelle A le 
poids dans l'air d'un volume du liquide égal à la partie de ce cylindre 
comprise entre sa base et la surface capillaire, on aura 

Ass-— -HccosA^, 

ou , ce qui est la même chose , 

A = -icF; (4) 

A étant regardé comme positif ou comme négatif, selon que la sur» 
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face du liquide sera située au-dessus ou au-dessous du plan des x 
et y. Quand elle sera coupée par ce plan^ A sera composé de deux 
parties, lune positive et l'autre négative, et pourra, conséquemment^ 
être nul , positif ou négatif. , 

Quoique les deux constantes F et H ne puissent être données^ 
comme nous l'avons dit, que par l'observation, il ne sera cependant 
pas inutile de rappeler les formules qui serviraient à les déterminer, à 
priori^ si les lois des actions moléculaires étaient connues en fonctions 
des distances* En faisant 

et regardait r comme une quantité positive donnée par l'équation 



on, aura 



9= — g^/ ^r^dfy 
^z=i-7r C 1 f R'— dudsds'. 

2 J o J oj o r 

Dans ces formules, R, R', R„ sont des fonctions de r insensibles pour 
toute valeur sensible de cette variable, qui expriment l'action mu- 
tuelle des molécules liquides à la distance r et rapportée aux unités 
de volume, et qu'on regarde comme positives ou comme négatives, 
selon que cette force est répulsive ou attractive : R se rapporte à l'in- 
térieur du liquide, R, à sa couche superficielle, et R' à sa couche adja- 
cente à la paroi du tube. Ces deux quantités K, et R' sont , en outre , 
des fonctions symétriques de s et s\ qui varient très rapidement avec 
ces variables, et se confondent avec la fonction R, des que s et s' sur^ 
passent le rayon d'activité moléculaire. La limite / des intégrales re- 
latives k s et s' doit être de grandeur insensible , mais plus grande 
que ce rayon , et Ton peut supposer qu'elle soit la même pour q^ et 
pour «lo*. On démontre que ces quantités ne changent pas sensible- 
ment avec la grandeur de / ; et l'on fait aussi voir qu'on aurait 
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^ Von faisait abstraction de la yariaiion de densité dans l'épaisseur de 
la couche liquide à laquelle répond chacune de ces quantités,, et que> 
l'on regardât y en conséquence, chacune des fonctions R, et R' comme 
indépendante de ^ et / en-dehors de r. 

A la rigueur, si le liquide n'est pas placé dans le vide, l'intégrale re- 
présentée par ç, devrait s'étendre à la couche atmosphérique adjacente 
à sa surface , et Texpression de H devrait contenir un troisième terme> 
relatif a l'action mutuelle des- molécules d'air dont cette couche est 
formée. Mais l'observation ayant prouvé que les phénomènes capil- 
laires sont lès mêmes dans le vide .et dans l'air, il parait que ce 
troisième terme na aucun effet sensible, non plus que la partie de 
qt qui proviendrait de l'action mutuelle des molécules de l'air et 
du liquide; et, pour cette raison, nous n'y aurons point égard. 

(5o). Voici actuellement les cons^uences les j>lus générales qui 
résultent des formules précédentes. 

L'équation (ï) montre que la surface du liquide ne pourra rester 
plane, à moins qu'elle ne soit horizontale et qu'elle ne coïncide 
avec le plan du niveau extérieur. En vertu de l'équation (5), il 
faudra, pour cela, qu'on ait F = o; réciproquement, quand cette 
condition aura lieu, on satisfera aux équations (i) et (3), en. pre- 
nant z = o , et il n'y aura ni élévation ni abaissement du liquide ,. 
dont la surface demeurera horizontale. Mais j'ai déjà remarqué (n^ 2o\ 
qu'on ne peut pas déterminer, à priori^ la proportion des actions 
moléculaires du tube et du liquide que ce cas particulier suppose. 

Quel que soit le signe de H, il résulte de l'équation (4) qu'il y 
aura , en général , élévation ou abaissement du liquide , selon que F 
sera négatif ou positif, à moins que la surface du liquide dans l'in- 
térieur du tube ne soit coupée par le plan du niveau extérieur, au- 
quel cas il y aura à la fois élévation d'une partie du liquide et abais- 
sement dans une autre partie. 

Si la surface intérieure du tube est celle d'un cylindre vertical , A 
euprimera le. poids du liquide soulevé ou abaissé par l'action capil- 
laire; il ne changera pas lorsqu'on inclinera le tube (n"" 36); et, pour 
un miéme liquide et différens tubes de même matière, il sera propor'-^ 
tionnel, en vertu de l'équation (4)» au contour c d'une section hori- 
sontate de la surface intérieure de chaque tube. Si l'on .appelle b 
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r«ir« de cette Mdtibii^ et k TordooiiM mûyemie de la surfiioe du 

liquide, on aura 

àszgpbk, 

et, par conséquent, 

Or, pour des cylliidnes ou des prismes semblables , Taire b est pro- 
portionnelle an oarre de c ; rélévatiou moyenne k du liquide au-dessus 
de son niveau «extérieur , sera donc de m^e signe que F et en raison 
inverse du contour c, ou, plus généralement, en raison inverse 
des lignes homplogues des sections horizontales, qu'on suppose être 
des figures semblables. 

(5i). Maintenant, considérons, en particulier, le cas le plus ordi- 
naire, celui d'un tube capillai|| dont la surface intérieure est celle 
d'un cylindre vertical à base circulaire , et qui a son extrémité infé- 
rieure plongée dans un liquide homogène. 

La surface capillaire sera alors une surface de révolution ayant 
pour axe celui dû tube ; au point où elle coupera cette droite , et que 
j'appellerai C, ses deux rayons de courbure seront égaux et de même 
signe. En appelant y leur valeur commune , on aura donc A = X':=^y} 
et l'on devra considérer y comme positif ou comme négatif, selon 
qu'au point C le liquide sera concave ou convexe. Si Ton désigne par 
h l'ordonnée verticale de ce point C , positive ou négative , selou qu'il 
sera situé au-dessus ou au-dessous du niveau du liquide en-dehors du 
tube, on aura, d'après l'équation (i). 

As»—. (6) 

A cause qu'il est indispensable d'avoir ^ard, en même temps, à 
l'attraction mutuelle des molécules fluides et à leur répulsion calori* 
fique , ainsi que nous l'avons prouvé dans le chapitre premier de cet 
ouvrage, il s'eosuit qu'on ne saurait déterminer, à priai , le signe 
de H ; car la force , d'où dépendent les deux parties q et 4f^ de cette 
quantité, change alors de signe dans l'étendue de ses valeurs seiH 
sibles, selon que l'attraction à la distance r est plus grande ou moindre 
que la répulsion. Mais l'expérience ayant constamment prouvé que 
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râévatioD du point C est toujours accompaguëe de la concavité du 
liquide, et que son abaissement n'a jamais lieu sans que le liquide 
ne soit courvexe, il hni que h ait, dans tous les cas, le même signe 
-que y^ ce qui exige que H soit toujours une quantrtë positive. Cela 
nous montre que, dans l'intégration d'où dépend la valeur de q, 
qu'on peut considérer comme la partie principale de H, c'est la force 
attractive qui est prépondérante ; tandis qu'au contraire la force ré» 
pulsive l'emporte , en général , dans la sommation relative à la près* 
sion sur une surface plane (n*^ 7); mais ces indications ne suffisent 
pas pour qu'on en puisse tirer quelques conséquences précises sur les 
lois de décroissement de ces deux forces , et sur l'étendue relative de 
leuis rajons d'activité. Quoi qu'il en soit , nous regarderons doréna- 
vant H comme un coefficient positif, dont la Valeur absolue variera 
seule avec la matière et la température du liquide. 

(52). Je représenterai par « le rayon d'une section horissontale , 
faite dans la surface intérieure du tube, que l'on prendra, sans er-* 
reur sensible, pour cehii du contour de la surface capillaire, tracé 
sur cette surface à distance insensible de celle du tube , et auquel con- 
tour l'équation (5) appartient. Si le rayon a est extrêmement petit 
on pourra supposer, du moins dans une première approximation 
que la surÊice capillaire coïncide avec celle de sa sphère osculatrice 
au point C. On aura alors 



C05#=3:-- -, 



en observant que , d'après le signe qu'on attribue k y, cette quan^ 
tité est positive ou négative ^ sçlon ^e l'angle cû est obtus ou aigu. 
En vertu de l'équation (5) et de la formule (6)^ noua aurons donc 

«H * F 

ce qui montre que le point C s'abaissera ou s^élèvera suivant que la 
quantité F, dépendante de la matière du lypiide et de celle du tubct, 
sera positive ou négative; et, d'apràs la seconde (brmule, l'abâîë*- 
aement ou l'élévation de C, ponr nu mèmp liquide pt diSéreûB 
tubes d'une méoie matiène, serait en raison invense de leuiB dia«- 
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«nètrés ; mais cette loi est aa peu modifiée dans la seconde approxi^ 
màtion. 

Le degré et le sens de la convexité de Ut surface capillaire dé- 
pendant du rapport de F à H et du signe de F, il est bon de cher^ 
cher à se rendre raison des diverses valeurs de ce rapport pour 
diffère ns liquides ^^ Voici ce que Ton peut dire à ce sujet. 

i^. liOrsqué la matière du tube n'exerce aucune attraction sur 
celle du liquide qui s'appuie contré sa paroi intérieure , la cOucbe 
du liquide adjacente à jcette paroi doit être dans le même état <\ue 
la couche superficielle en- contact avec llatmosphèr^e. Ces deux cou- 
ches liquides, d'une épaisseur insensible, transmettent la pression 
intérieure f l'une à la surface de l'air , et l'autre à Ja surface du 
tube ; et cette pression est détruite par celle qui est exereéeen sens 
contraire sur ces mêmes couches, et qui est due à l'action du calo- 
rique propre, soit des molécules du tube, soit des molécules de 
l'air, sur celui des molécules du liquide. Cela étant, les forces R^ et 
:R' seront les mêmes; on aura donc <Z9* = — j,j d'où il résultera 
F = H, cos 60=s I, ^s= — cl; et la surface du liquide sera celle 
d'une demi -sphère convexe par en haut. Ce premier cas est celui 
de l'eau contenue dans un tube dont la surface intérieure #st euduite 
d'un corps gras. 

2^. Si l'attraction du tube n'est pas nulle, la variation de densité 
du liquide ne sera plus la même près de la surface libre et près de 
la paroi du tube, et l'on n'aura plus ♦ = — ç,. Lorsque l'action mo- 
léculaire du tube sera la même q^ie celle dxi liquide, celui-ci se 
trouTera dans le même état qWjs'il était conteriti*'dâbs un tube 
fyvtné de «sa propre matière j-'if' n'éprouVera donc plus auCùné Yaria- 
tion^de densité près de la J^roi du tube; par conséquent, on aura 

«r 5= 2^ (n*^ 49) i c® V^ <lonne - F = f»- j , et d'où il résulte 

Vii l'état de dilatation du. liquide dans l'épaisseur de sa couche super* 
4icielie , à laquelle répond l'intégrale que q^ représente , il est naturel 
4e penser que cette quantité f g est peu considérable relativement à q. 
Sans ce second cas, le rayon y doit donc peu différer de celui du 
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toboi et la forme du liquide doit être à peu près no hémisphère 
coDcave. 

3^. D'après Texamen de ,ces deux premiers cas, nous pouvons ad- 
mettre que si la force attractive du tube passe graduellement de zéro 
à une intensité égale à celle de l'attraction du liquide sur lui-même , 
la quantité 4r passera en même temps de — 9, k 2q; la quantité F, de 
H à une valeur peu différente de — H, et la forme du liquide , d'un 
hémisphère convexe à une surface concave, à peu près hémisphé- 
rique , sans qu'on puisse assurer néanmoins que la figure du liquide 
et la valeur moyenne F = o répondent a une attraction du tube 
égale à la moitié de celle du liquide (n** 20). 

4^. L'attraction du tube continuant d'augmenter et devenant supé- 
rieure à celle du liquide, on peut aussi admettre que F continuera de 
varier dans le même sens qu'auparavant, et finira par surpasser — H, 
abstraction faite du signe. Alors, l'équation (3) ne sera plus possible; 
et comme elle est nécessaire à l'équilibre du liquide, cet état sera 
également impossible. On en doit donc conclure que quand l'attrac- 
tion dti tube sur le liquide l'emporte sur l'attraction propre du li- 
quide , une couche de ce fluide , d'une épaisseur aussi petite que l'on 
voudra., s'élève au-dessus de la surface capillaire, le long de la paroi 
du tube et jusqu'à son extrémité supérieure. Dans ce cas, on pourra 
remplacer la paroi du tube par une surface cylindrique, tracée dans 
l'intérieur du liquide et indéfiniment prolongée au-des^s et au-dessous 
de la surface capillaire. On supposera que l'action du tube ne s'étend pas 
jusqu'à cette paroi fictive, et que la distance de cette paroi à la surface 
extérieure de la couche mince du liquide, élevée au-dessus de la sur- 
face capillaire, soit insensible, mais jlus grande que le rayon d'acti- 
tivité des molécules du liquide. Dé cette manière, on aura <Z9'= aijr; 
et pour tenir compte, dans le n° 58, de l'action exercée sur le seg- 
ment qu'on a appelé C , par la couche verticale du liquide supé- 
rieure à C , il faudra diminuer cette force «zr , de celle qu'on a dé- 
signée par U ( n^ 4^) ^^ qu'on a trouvée égale à -— * ^i* On aura 
donc, dans le cas dont il s'agit, 

et, par conséquent, y ^n a; c'est-à-dire que le liquide sera con- 

14 
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csire et bëfn2$tihërkfue. C'est ce- que Yon observe^ tn effiit^ tCHSilee 
les fois que le tube est susceptible d'être mouillé par le liquide , el 
qu'il a été préalablement humecté dan» tonte' sa longueur. Lorsque 
l'on n'a pas pris cette préieatition , le frottement du liquiér centre 
le tube s'oppose à l'éléTation de la couche mince du fluide au-des- 
sus de là surface capillaire ; ce qui donné lieu , comme nous l'ex«* 
pliquerons plus bas, à diSerens états d'équilibre , dans lesquels la 
courbure de cette surface et sa hauteur au-dessus du niveau inté^ 
rieur n'atteignent pas leur maximum. 

(55). Dans le cas de F = — H , qui a lieu le plus communé- 
ment, on aura 

en ne considérant, pour abréger, que la partie principale ç de H , et 
substituant sa valeur eu intégrale définie. 

Supposons que la température change, et que A> p, H, deviennent 
h-f p', R'; on aura de même 



*'=7^ r^H'r^dr, 



en négligeant la petite variation de « qui. pourra avoûr lieu. Or f 
quand la densité augmente ou diminue, le nombre des molécules 
que renferme chaque unité de volume, varie suivant le même rapport; 
par cette raison, la quantité R, qui repoéaente l'action mutuelle de deux 
unités de vi^me du liquide , devra varier dans le rapport du carré 
de la densité. D'ailleurs , la fotce attractive de deux, molécules ne 
change pas a?ee kur température, mais settlemeiKt leur répulsion 
mutuelle, qui dépend àb la quantité de chaleur qu'elles coutienneni* 
La première de ces deux forces étant prépondérante dAus la valeur de 

/ Rr^dp , si l'on fait abstraction de la variation de la seconde, 

il suffira donc de ÊEiire 

R'— 5t!- 

et en comparant l'une k l'autre les valeurs précédentes de k et- h% 
ont aura • 
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• • ^ï ^^^ " • 

L'expérience montre, en effet, que pour un même liquide & dîtfé- 
veioÊêè tenipérituris, i-éfêvartioti ûm point € ctldlt ^pwtiotiwéller&ient 
k là 'Asosilé'; «ce qw écfÊÈù» Iwn de «roi^e que là tforce véptiJair^ de b 
chaleur, ou du moins sa variation, que nous avons négligée, n'a 

qu'une influence insensible sur 1 mtégrale / Yor^dr* 

Si Von désigne par u^ i/ deux fractions positive^ dont la sommé 
soit l'unité, et qu'on mêle ensemble deux liquides dans la proportion 
de ££ à {/, il est aisé de voir que Jh valeur de cette intégrale, relative 
au mélange , sera de la forme : 

en désignant par U, U| , U', des coeffîciens indépendans de u et u\ 
supposant que les températures des deux liquides sont égales entre 
elles et les mêmes avant et après le mélange, et négligeant toujours 
le cliangement d^intensité de la force répulsive qui peut résulter de 
l'absorption de chaleur dont le mâange est accompagné. Cela vêtant , 
si l'on désigne par v la valeur du produit Ap qui répond au liquide 
mélangé , on aura * '^ • 

V = u-J + uu!f, -\- tt'y^ 

ff yi 9 f > ^^^^ 9iVim, des quàtilités itidépeiklàntes de u et ul^ dont 
la première et la dermère sOiUrles ii:alenrs de Âp relatives aux deux 
liquides séparés. Il serait intéressant de vérifier cette formule , par 
l'expérience , pour différentes proportions de ces deux liquides , en 
supposant f et f^ connus, .el j^pràs .avoir xl^ter^niné f^ d'^porès la 

valeur de v qui répond, par exemple^ à i^ = 2^'s=:-. Si elle s'ac- 
cordait avec Tobservatioé^ ilhjrpothèse de la non-influence sensible 

de la chaleur sur la valeur de / Rr^^r, ^autrement que par la dila- 

4tDa'dil> liquida» isé farOu^eiût 40Ht^À-fiut aoaiirmée. 

(54). (Les réftèmms préeëdentas se rapportéut à la fiarlifl pb)<itqiK 
de la question. Revenons actuellement à la partie .nmAkënudiqoe , et 
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considérons de nouveau la surface de révolution qui termine un li^ 
quide contenu dans un tube cylindrique, vertical et à base cir- 
culaire. 

Si Ton prend Taxe de ce tube pour celui des z , et qu'on appelle 
t la distance du point. quelconque M de cette surface à cette drmtei 
on aura 

Tordonnée z du même point sera une fonction de <; et, cela étant, 
on trouvera que l'équation {2) devient 



d^ '^ t dlV dtO I , I 



dH 

1 + 7* 



'A 



(■+S) 

ce qu'on peut aussi voir en observant que les deux rayons de cour* 
bure principaux d'une surface de révolution sont le rayon de cour- 
bure de sa courbe génératrice , et la normale à cette courbe , dont 

ia longueur est t^ — -^ — • En faisant 

l'équation (i) deviendra donc 

dv^ '^ t dt\ '^^) %z 

et Ton pourra la remplacer par celle-ci : 

S = 5/^. (7) 



qui s'en déduit en la multipliant par tdt et intégrant, et dans la- 
quelle l'intégrale fzidt commencera avec la variable t. On aura , 
en même temps. 



DE L'ACIVQN. CÈŒOIMIRE. 409 

le signe du dénominateur étant le même que dan6,}ie premier membre 
de réquation précédente , où il se détermine comme il a été di^ 
plus haut (n^ 49)- "^^ donc on fait aussi 

F s=s bRj COS â» ssfi &y 
réquatkm {3} deviendra 



1 • 1- • i r \ 



I. 



« • 



^+»vA+S=«-- ' (8) 



î -O, 



»\ 



' . . « 



elle n'aura lieu que pour ts=:a} et la constante b qu'elle renfermé 
ne surpassera pas se i . 

Cela posé, Fapproxioiatton à laqi^elle on s'est arrêté, dans le 
n^ 5^ , revient à prendre 

en regardant le radical comme une quantité de même signe que y^ 
Elle sui^K)se que Je rjyron a, du tubp s^it t|;è^,pejtif.|^ir jnitpfioi^ 
produit 06. Four la pousser plus loin, je ferai 






zsszfi 'i'^^'^ vV- ~ ^' + ^i 



>.\ 



u étant une variable très petite et telle que l'on ait tt sa o et 

^ s= o , quand t = o , afin que h soit toujours l'ordonnée du point 

C où le plan tangent est borizoïital ; et y désignant une constante 
peu différente du rayon de courbure y , relatif au même point. En 
vertu de réquaticai(6)^,,9p aura, cpDpuxi^e^pi»^ 



A=i. 



. > 



En substituant la .d^niière valeur de z dans le second membre 
de l'équation (7), un y pourra, dauÀ cette secondé approximation. 



a 



fUtdL 
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Je substitue la même yâleur. de z dans le premier membre , et je né- 
glige le carré de ^ ; tirant ensuite la valeur de ^ , il vient 



</k __ /i y I \ y'u v^\y'—Vy'^— f) 

Or, pour que 16 valecarnie iie qui^Anrësiiftetia ^e devienne très grande 

3 

pour aucuqe yale^ir de ^ , il faudra <|ue le terme divisé par (y* — ^•)* , 
disparaisse de cette expression ; on fera donc 



y ' oo* y 

ffoù Ton tire, à tris peu près. 



MX' • /•:«» ■" »• 



que la fraction ^ soit très petite, et résulter& efiecâ veinent de la 
supposition de A'%rèb pfetit'piUr ^ncppoA & <tft. ^n aura maintenant 



ei, par eonsecpenl, 

U ne reste ^^his ^'àSSètMmraer fiet y . Or , tes éi^timik {f) et (8) 
donnent 

« 

— ia = t- + ^ I Zitdt , 
y «V o ' 

ejoi. iiusfnt. ;?^, h^-fr ^^ et pbservsint que A ?=,-.. Op.«i^d^uit 
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A k fiàoc! de «,^ je laels dans, ces âapwli«as la temy*(to>,.inMaa 
asH plumier terme. En ncgUgeni^ les- tenues, difisis par o^ MiniMBfc 
Sabord ., ' 



t. ■ m^ •r.>> 



d'où l'on tire la valeur de 7, et ensuite 



î f 



f^ 



On aura , en outre f 

*=—-;: — > + 35^ 3=: — 

où Ton substituera pour y' sa Talcur prtfcëdente. 

Ou ne pourra plus faire usage dé ces formules , lorsque b sera une 
fraction peu considérable. Si elle est très petite , la courbure du li- 
quide le sera aussi ; y sera doue très grand par rapport à a ; et l'on 
satisfera, par approximation, aux équations (7) ef (8), en prenant 

IL l ^ JL ** « 

(55). Toutes choses d'ailleurs égales, si le tube, au. lieu d'étrq 

plongé dans le liquide par son extrémité inférieure ^ çst adapté par 

son autre bout à un orifice pratiqué au bas du vase qui contieot Iç 

liquide , les équations (7) et (8) auront encore lieu (n° 5o) ; mais le 

— ^"S* 

1 4^ -^ y Mra à^ signe oontraîre à celwi q[«Hl ayait dans 

le cas précédent ; et , dans la première appraximatioti , ik fiiudr» 
prendre 



radical y 



le radical \/y^ •» t^ étant , comme préci^emment , de même signe 
que le rayon y. Or, pour avoir égard à ces différences, il suffira di 
compter les z positives en sens contraire de la pesanteur, et de chan* 
ger le signe de cette force , et , par coM^pient , a* en -— a^ dans les 
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foramles précédentes. H eo/résalte que Tabaissenieiit, da liquide aa«- 
demnis de. son niveaii, dans ce vase^ sera un peu difiereot, sekm 
que le tube y sera plongé par son extrémité inférieure, ou qu'il j 
sera adapté par soa extrémité supérieure. Si Ton a, par exemple, 
i^ = I, on aura ^' = — *} et, en vertu de l'équation (ii), cet 
abaissement sera 



a* - -3 



7-3+3^0^84-0. • . 
dans le premier cas, et, dans le second , 

ce qui excède de -^ la première valeur. U faut évidemment que 

b soit positif, pour que l'équilibre soit possible dans Iç second cas. 
(56). Dans le cas le plus ordinaire, .où le JLube a été préalable*^ 
ment, mouillé par le liquic}^ dans toute, sa longueiir, on a £*=: f-^ i,' 
y =; flp, et l'équation (i i) donne 

t 

Les seules expériences exactes qui aient été faites sur l'élévation des 
liquides dans les tubes capillaires sont celles de M. Gay-Lussac. Elles 
se rapportent à la formule précédente , et sont assez précises pour en 
rendre sensible la partie qui n'est pas en raison inverse de a. Relati- 
vement à un liquide dont la matière et la température soni: données , 
on déduira la valeur de a% de la valeur observée de h pour un rayon 
donné a. La formule fera ensuite connaître la hauteur h qui répond à 
uv- autre rayon a, avec d'autant plus d'exactitude que la fraction 

rri sera moins considérable. 

Ainsi , par exemple , dans un tube mouillé d'eau à la température 
de 8^,5, pour lequel on avait 

« ss o»"}6472 -, 

, . • ^ » , » )'■■/'» 

M. Gay-Lussac a trouvé 

.... h^ a5'»-,i634. 



I > I 
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Od en oonclat 

a' =s (15,1299) millimètres carrés; 

il en résulte que pour 

ou devra avoir 

h = i5~,58a9. 

Suivant M. Gay-Lussac, on a iS^'^^SSôi; ce qui ne diffère que de 
o"*"'90o33. On peut remarquer que la différence serait beaucoup plus 
grande, si Ton n'avait point égard au deuxième et même au troisième 
terme de la formule. 

Si la surface capillaire n'était pas tangente à la paroi du tube, et 
qu'on n'eut pas ^=^^1, il faudrait, pour déterminer la valeur de 
&, mesurer la flèche du ménisque qui termine, le liquide, dans le 
cas d'une valeur particulière de ce, et l'égaler a 4 excès de la valeur 
de z relative à f r=: et , sur l'ordonnée h du centre C. Cette équa- 
tion, jointe à celle qui résulterait de la valeur de A, mesurée pour 
la même valeur de a , suffirait pour déterniiner la Valeur de 6 , 
en même temps que celle de a ; mais la mesure directe de la flèche 
du ménisque est peu susceptible de précision \ et igrpus verrons , par 
la suite, qu'il y a d'autres moyens d'obtenir les^v^^Ours de a et ^ dans 
le cas où la surface du liquide fait un angle avec celle du tube. 

(57). Supposons que l'on place dans l'intérieur d'un tube , comme 
celui que nous venons de considérer, un autre cylindre semblable, 
ayant Iç même axe vertical ; le liquide compris entre ce cylindre in- 
térieur et la paroi du tube sera encore terminé par une surface de ré- 
yelution. Si les angles cù relatifs à la matière du tube et à celle du 
cylindre sont tous les deux obtus , la génératrice de cette surface 
sera concave par en haut; elle sera convexe s'ils sont tous les deux 
aigus ; et si l'un est aigu et Tautre obtus, elle présentera un point d'in- 
flexion. Dans les deux premiers cas, il y aura sur cette surface une 
ligne circulaire et horizontale , pour laquelle toutes les normales à 
cette surface seroot verticales, et qui en sera une ligne de courbure. 
En prenant X pour son rayon de courbure , on aura A = 00 • et si 
l'on appelle 6 celui de la génératrice «n un point C , où elle coupe 

i5 
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la ligne horizontale, et que Ton regarde 6 comme positif. cm comme 
négatif, selon que la génératrice sera concave ou convexe par en 
haut f on aura A' =: €. En désignant donc par / l'ordonnée z de ce 
point C, nous aurons, d'après l'équation (i)y 

et en comparant cette Valeur ji la formule (6), on en conclura 

i — !!^ 

Si la distance comprise entre le cylindre et la paroi du tube esft 
très petite, par rapport k la constante a relative à la matière du 
liquide, la génératrice de la surface de révolution se confondra sen-' 
siblement avec son cercle osculateur au point C. En appelant alors 
a la distance de ce point à la paroi du tube, on aura u:=z — Ccosû;, 
et, par conséquent , € =7 (n° 5^), si l'angle co est le même que précé- 
demment ; il en résultera donc Issz-h. Lorsque l'angle a» sera aussi le 

même à la paroi du tube et à la surface du cylindre intérieur , le 
point C se trouvera également éloigné de ces deux surfaces, et a 
sera égal k la moitié de la distance qui les sépare; d'où l'on voit 
que l'élévation ou l'abaissement du liquide entre ces deux corps de 
même matière n'est que la moitié de son élévation ou de son abais- 
sement dans un tube capillaire dont le diamètre est ^al à leur 
distance mutuelle. Quand la matière du cylindre intérieur différera 
de celle du tube , le point C ne se trouvera plus à égale distance 
des deux surfaces. Si l'on désigne par a' et â)' ce que deviennent 
d et 0) relativement à la surfece du cylindre, on auta «'=-— ^cos cû\ et 

Ton pourra aussi prendre l=^-h\ en appelant K la valeur de h dans 

un tube capillaire de la même matière que le cylindre et d'un dia- 
mètre égal à a^ La somme a + a' sera donnée, et l'on déterminera le 
rapport de^es deux parties, au moyen de l'équation 4 cos â)'=a'co$ a». 

Comme ces résultats sont indépendajus de la courbure du tubé^t 
de celle du cylindre intérieur, et qu'ils supposent seulement leurs 
syrfaees très rapprochées et partout également distantes l'une de 
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l'autre , il s'ensuit qu'on peut remplacer le tube et le cylindre 
par deux corps terminés ^par- des plans parallèles et verticaux dont 
la distaBCC mutuelle soit très petite. Ainsi ^ par exemple^ dans le 
cas de la même matière, l'élévation. ou l'abaissement d'un liquide 
entre ces deux plans , ou la valeur de l, sera moitié de celle, de h 
qui a lieu dans un tube capillaire dont le diamètre est égal- ^ leur 
distance mutuelle; ce qui est conforme, à rexpérience» Dans ce oas, 
et' dans: celui d'un tube. et d'un cylindre, on pourra , si l'on veut, 
calculer la valeur de l avec plu$ d'exactitude par l'analyse du n"" 54 ; 
mais. si la constante a n'est pas très grande par rapporta l'épaiâs^ur 
du liquide, ou bien,, si ^ les deux corps. sont de matière différente, et 
qjue la surface du liquide subisse ane inflexion , il faudra recourir 
à d'autres métbodes, ainsi qu'on le verra dans le chapitre YI,: au- 
quel ce problème appartient plus spécialement. 

(5S)f L'i^nalys^ du n^ 54 s'étendra, facilement au cas où la surface 
iolérieure du tube, au.lieu d'être cylindrique, sera une surface quel^ 
conque de révolution, ayant toujours son axe vertical, et im dia- 
mètre très petit dans toute sa longueur. 

Dam^ce cas général >, soient OC A et DOE (fig. \/^ kesurfaeesriia li« 
qutde et du tube ,; et FB leur axe commim. Par uu'poinA i^u^eonqne 
0,.appartenant au contour de la sui^ace du liquide, menonades per«^ 
pendfCulairestON, OK, Ofi,:à cette surface, :à> celle du* tube et àJa 
verticale FB. Supposons la noraaale O&compiise dans lat matière du 
tube, et la normale ON extérieure par rapport au liquide, ce qui dé- 
terminera le sens de cette tfroite-, en observailt que le point s'é- 
carte un tant soit peu de la paroi du tube. L'angle KON sera celui 
que nous avotis désigné par a> , et dont le cosinus est b, en con- 
tinuant de faire F = 6H. Appelons i Tangle GOK , aigu ou obtus , 
que fait la normale OK avec le prolongement OG de OH, et € le 
cosinUfi^dè Taitgk GO!S compris 6titre<te méme'prblodfgement et la 
normale <^v I^àtis :aumn&^' - 

€ = è cos i ± V^'ï — i* sin / , 

selon que la droite OK tombeia^ en-debors ou en-dedans de l'angle 
GON; et si nous désignons par a le rayon OH du tube, qui ré- 
pond à la surface du liquide, nour ativons' etoiti^b ' 

i5.. 
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j.+W'+%='" (•») 



en faisant t =: a aprèâ leâ differentiations. Dans cette équation , le 
radical aura le ménie signe que dans les équations (7) et (8). En 
la joignant à Féquation (7), On aura les deux équations qu'il s'agira 
de résoudre. 

Il faudra^ pour cela, distinguer deux cas : le premier aura lieu 
quand la verticale menée par le point ne rencontrera pas de nou- 
veau la surface du liquidé^ comme dans la double figure i4i ^^ ^^" 
condy lorsque cette verticale rencontrera la surface en un second 
point 0^, comme dans la double figure i5. Dans le premies cas, il 
suffira de mettre f à la place de b dans les formules du n^ 54 9 pour 
qu'elles s'appliquent aux équations (7) et (la); le second cas exigera 
une attention particulièi'e. 

Il y aura alors un certain point T^' compris entre et 0', pour le- 
quel la tangente a la courbe OO'C sera verticale. Dans la partie TC 

de cette courbe , le radical \/ < + ^ ^^^^ une quantité positive , 

et dans la partie TO, une quantité négative, d'après ce qu'on a dit 
précédemment (n^ 49)' ^^ s'ensuit que, quel que soit la constante y, 
<m satisfera à l'équation ('7), ou, par approximation, à l'équa*- 
tion (9), depuis le point C jusqu'au point T, au moyen de l'équa- 
tion (10), dans laquelle on fera toujours 

Pour satisfaire à Téquation (7) , depuis le point T jusqu'au point , 
on prendra _____ 

le radical ayant le même signe que y', et if étant une variable très 
petite qui devra être telle que cette valeur de z coïncide au point 
T avec la formule (lo). Ce point répondra à t :=: y^} il £iudra 
donc qu'on ait 

'^ — 3a- *^S a ' 

pour cette valeur particulière de t. 
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Comme le point C u'appartient pas à la partie' TO ée la kiifiebce^ 
il ne sera pas nëcessaÎTe que l'intégrale ys^cft, (îonténne dans le se^ 
cond membre de Tëqualion (7) , s'éyanoaisse aVec t, quand on ysnh^ 
titnera la valeur précédepte de z. Je pourrai donc supposer qn'^ii 

négligeant le terme if^tdt, et mettant — au Heu de h y l'équa* 

tion (7) devienne , par la substitution dont il s'agit , 

/ rf«' \y ^/ ^o* 3«* ' ^ •' 

en sorte qu'elle ne différera de l'équation (9) que par le signe du der^ 
nier terme de son second membre ; ce qui est nécessaire pour que 9/ 
soit le même que dans la formule (10). Je substitue la même valeur 
de z dans le premier membre de cette équation (i3); je néglige le 

carré de ^ ; et en ayant égard à la valeur de y y et observant que 
Je radical t/ ^ "^ ^ ^^ maintenant une quantité négative , il vient 

ce qui donne 

en intégrant et en déterminant la constante arbitraire au moyen de la 
valeur de 9 qui répond à f = >^. La valeur correspondante de z sera 
donc 

. = * + ,' + V9r=? + ^' loK 2^=^H? i 

ce qui ne diffère de la formule (10) que par le signe du radical 

Ainsi, lorsque la surface capillaire est rencontrée en deux points 
par chaque verticale , dans sa partie voisine de la paroi du tube , 
l'équation (10) appartient à la surface entière, en y prenant ce radical 
avec le même signe que y'p depuis le centre de cette surface jusqu'à 
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)a 0ihirbe:pQÉr tok^isHe; le <|^1sq tangent est vertical y «ta?ec' uHisigne 
«ttDti<ai]ie<v^^!>^î^ ^^^ ùiwt)& ju^qiilau contour À^]» «iHifiicev 

'Quarnt k la valçttn de. y- qa^ilr y faudra employeiv on la dëtemii^ 
nsinnen» faisant tzsa^tt iiaiia l'équiation (iS);:oe^ldoDne>^ eus niettatlt 
y au lieu de y çLansJeB termes divisés par ïz'^ et aj^ant ég$crd à 
l'équation (12), 

~" *»" — 5, "T" "^ 3«' 3a' ' 

d'où, l'on tire __ 

* t 

_" « r _i_ ^ ^fi 2 »' (1 — c')H 

en négligeant les ternies divisés par af. On aura^ en même temps, eu 
iréglîgeant ceux qui ont a* pour diviseur^ 

... L .^ *»'^ r' *" _i_ *** _il ^ "'V' -* g*)n 

'^"-'" « L^ "~ «'^' "*" 3«»C4 "^ ~3^5C5 J». ■ 

' * . ' ' - ' 

et si Ton compare ces formules à celles du n"" 54 , on voit que lordon* 
née du éentre dé la sur&ce et sa courbure en ce point ne diffèrent que 

par le signe du radical V^l.— f* de cellesrqui ont lieu lorsque la sur- 
face n'est rencontrée qu'en mu seul poÎBt par chaque verticale. 

D'après la remarque du n"" 55 , pour appliquer ces différentes^ foiv» 
mules au cas où le tube sera adapté par son extrémité supérieure au 
bas du vase qui contient le li<qiiide, il suffitti d'y changer a^ en — a*, 
et de compter les z positives dans le sens de la pesanteijr. 

On petit observer que. dans Je cas de és=:d=i^ on a,yc=:zfZ'U} 
' ce qui doit être, en effet, puisqu'alors le contour de la surface ,cai- 
pillaire coïncide- avec la courbe pour laquelle son plan tangent est 
vertical. , - .-,-;-, -i * 

• C^Q}' ^^^^ différentes formules du numéro précédent supposent 
connu le raydn a de la section du tube à laquelle le liquide s^ar- 
rêtera. Or, on formera l'équation dont sa valeur dépend, en* éga*^ 
léiit^' entre' ellèfs lé^ de^*i expre^siôtasde îs qvA" tépêtkûtht atr'eon^ 
tduf tle *là sorfàde d!u IkjttitJej et dontfrtine^sem ddufttée parlPiéqtiatimi 
de ctette Wrf*ce*,etLKautrc par cdfle dte la surfttce'itttëi-îéùte'dti't^BiÊf, 
^mifém ^s^i^^côfittàrttt^i rfert^jlfe r* eW' ftWctWti^ de ^*^^ pa<- 
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exemple^ .d'im e^teidimt'à l>Ébe dnmlaire/.j^' sen i'âàgle dopnéiei 
Qomtattt tne iaii la- génénitricè .avec son axe "vertical^ et fFionraiirè 

pour la valeur de z foarnîe par Tëquatioa de la surface du tube ;' 
e étant le rayon de la section faite par le plan du niyeau extérieur. 
On égalera donc cette valeur à celle qui résulte de l'équation (lo)^ 
en y faisant ^s;= a, mettant C au lieu de b^ et donnant le signe con- 

v.en£^)le au radical Vy* — **• 

(60). L'influence de l'inclinaison i sur l'élévation et Ja cpurbii^ 
du liquide, explique ce qui arrive quand.il atteint i'unç des deu^ 
extrénûtés du tube. 

5uppospn3, pour fixer \e% id^, que la sur£ace intérieure du tube 
soit /celle d'un cylindre vertical , et que ses extrémités soient termi*' 
nées par deu;x autres surfaces de révolution , ajaqt le rméme aiiie 
que ce cylindre. Soit FB cet axe. (%• 16), DD' la génératrice de La 
surface intérieure , DPQ et DT'Q' «celles des deux surfaces extrêmes , 
OCA ou OCA"^ celle de la surface du liquide, selon qu'U s'élèveca 
ou ^s'abaissera par rapport à son niveau extérieur, .représenta par 
GD. Par un point qu^elconque dû contour de la surface capil- 
laire, menons eu -dehors du liquide les normales ON et OK à sa 
surface et à celle du liquide , de sorte que NOK soit l'angle qu'oa 
a désigné par o^, lequel angle est donné et invariable, quelque part 
que soit le point 0. A mesure que l'on enfoncera le tube dans le 
liquide, le poinjt se rapprochera du poiiit D, s'il y a élévation 
au*rdessus de GH. Tant qu'il n'aura pas atteint le poi^t D, la surn 
£ace du liquide ne changera paa, non plus que l'ordonnée ÇH du 
poiut C où elle coupe l'axe FB ; l'une et Tautre se détermiueront 
par le? formules du n^ 54- Quand le point O aura dépassé le point 
D, la normale KO s'écartera de la direction horizoutale; la figure 
du liquide variera et se déterminera, ainsi que l'ordonnée CH., en 
replaçant, d'après ce qu'on a vu dans le n* 58, la cou^tante 
b ,par une quantité C dépendante de l'inclinaison de KO et die 
l'angle constant KO£ï« Si, par exemple, on a biss. — i, les droites 
KO et ON seront constamment dana le prolongement l'un0 de 
l'anti:e; la concavité du .liquide diminuerai de plu» en .plu3, km^ 
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tare que s'élèvera au - dessus de D', et sa 8nr6ice sera plane et 
de> niveau avec le liquide, estërieur, lensque O aura atteint le som- 
met P du bord supérieur du lube^ c'est-à-dire le point où le 
plan tangent est horizontal , et où, par conséquent^ la ligne KON 
sera verticale. Dés effets semblables auront lieu quand on élèvera 
le tube jusqu'à ce que le point ait atteint et ensuite dépassé le 
point I)'. 

Cela posé , si Ton mène par le point D un plan horizontal qui 
coupe au point L la courbe DPQ, et si Ton retranche la partie du 
tube située au-dessus de ce plan, de sotie que le tube soit mainte- 
nant terminé par une portion de surface plane et horizontale, il y 
aura une arête vive à l'intersection de ce plan et de la surface in- 
térieure du tube, dont le point D fera partie. Mais, dans la réalité , 
cette arête sera toujours un tant soit peu arrondie; et, quelque petite 
que sôit son épaisseur, elle' sera néanmoins extrêmement grande, eu 
égard au rayon d'activité moléculaire , qui est tout-à-fait insensible. 
Or, cela suffit pour que ce qui précède soit encore applicable , lors- 
qu'on enfoncera le tube daus le liquide. Quand le point aura at- 
teint l'extrémité supérieure • de la partie cylindrique de sa surface, 
la ligne KON tournera autour de l'ârète de jonction de cette partie et 
de la partie plane ; la normale OK à là surface de cette arête, passera 
graduellement de la direction horizontale a la direction verticale, 
sans que l'angle KON éprouve aucune variation. Pendant ce change- 
ment, le point se déplacera extrêmement peu ; mais il nen sera pas 
de même à l'égard du point C. La distance CH au niveau extérieur et 
la courbure ^u liquide dépendront à chaque instant de la direction 
dé OK.. La surface de l'arête n'éjtant pas connue, l'angle i que fait 
cette normale avec le prolongement de la perpendiculaire abaissée du 
point sur l'axe FB, ne sera pas donné; comme dans le n* 58, en 
fonction de la distance et de ce même point à cet axe; mais on pourra 
prendre pour a le rayon de la partie cylindrique du tube; et cette 
quantité étant donc connue, ainsi que l'ordonnée verticale du point 0, 
pour laquelle on prendra celle du point fixe D , on emploiera , pour 
trouver la valeur de i, l'équation qui aurait servi, d'après le numéro 
précédent, à déterminer celle de a. On pourra donc considérer 
}^oglé i, et, par conséquent, la quantité €, comme déterminés en 
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fonctions du rajon « et de la distance du point D an niveaa extérieur 
du liquide; et, cela étant, on achèvera, comme dans le n* 58, de 
calculer les valeurs de Tordonnée h et du rayon de courbure y rela- 
tifs au point C, et de déterminer la surface du liquide. 

Le même raisonnement s'appliquera au cas où le tube est terminé 
inférieurement par une portion de surface plane , jointe à sa partie 
cylindrique par une arête vive, et où on le soulève jusqu'à ce que 
cette ai*ète inférieure soit atteinte par le point 0. 

(6i). Les lois de l'équilibre dans un tube capillaire seront évidem* 
ment les mêmes, soit que le tube ait été en partie immergé, ou soit 
qu'il conmi unique avec le liquide contenu dans un vase, par un canal 
latéral. Mais, dans ce dernier cas, on pourra élever le niveau exté- 
rieur au-dessus de l'extrémité supérieure du tube ; et l'équilibre sera 
possible jusqu'à une certaine: limite, au-delà de laquelle le liquide 
jaillira hors du tube , où s^écoulera sur sa sur&ce extérieure. Si Tangle 
KON ou Où est obtus, le point 0, après être monté jusqu'au point P, 
descendra le long de la courbe PQ, jusqu'en un certain point pour 
lequel la droite «ON sera horizontale et coïncidera avec le prolon- 
gement de la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe FB. 
Cette position du point i*épondra à la limite dont il s'agit. L'angle i 
sera alors le même que e» ; on aura donc cos i ;=: b, et par suite 
C = I • L'angle { étant connu , l'équation de la courbe PQ fera con- 
naître les distances du point à l'axe Ffi et à un plan horizontal 
menés arbitrairement; ce qui suffira pour la détermination complète 
de la figuré du liquide, qui sera' convexe par en haut, et de l'éléva- 
tion du niveau extérieur au-dessus de ce plan. Les mêmes choses 
auront encore lieu, lorsque le tube sera terminé par une portion 
de surface plane, qui se joindra à ses surfaices intérieure et exté- 
rieure , en D et L , par des arêtes vives ; seulement , il arrivera 
alors qu'abstraction faite du frottement du liquide contre le tube, 
le pioitit' ne pourra plus s'arrêter entre ^ ces points D et L. Par 
conséquent , si l'on désigne par a' la distance de L à l'axe FB , ou 
le rayon de la surface extérieure du tube, on déterminera la figure 
du liquide correspondante à la plus grande élévation du niveau ex- 
térieur et à cette élévation maxima^ en employant, dans les for- 
mules du n^ 54» a' et 6 au lieu de a et &, et y faisant C = i. 

i6 
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De cette vnaiitère , on aura •)/' as ^ «' ; 4k Ton en conclura , par 
exemple ^ 



0* act 



en négligeant le carré de la fraction — ^ et désignant par Z la hau" 

leur du niveau extérieur au-dessus du plan horizontal qui teiToine 
le tube, à rinstant où l'équilibre va se rompre; en sorte que si Ton 
élevait encore un peu le niveau du liquide dans le vase avec lequel 
le tube communique, il commencerait à jaillir hors du tube, ou à 
s'écouler sur sa surface extérieure. 

Lorsque l'angle KON sera aigu , le point ne po«rra pas s'élever 
jusqu'au sommet P de la courbe DPQ \ la quantité Q atteindra l'unité, 
qui est sa plus gi^nde valeur , en un point de la partie DP de cette 
courbe ; l'angle correspondant i se déduira de l'équation ^ = i ; les 
coordonnées horizontale et verticale de ce point seront ensuite con- 
nues par l'équation de la courbe, et Ton pouira déterminer complè- 
tement la figure du liquide. S'il y a une arête vive au point D , le 
point éy arrêtera ; ses coordonnées seront alors celles de D , et 
l'angle i se conclura de l'élévation donnée du niveau extérieur au- 
dessus de cette arête. Réciproquement, l'élévation nuixima se dé- 
terminera d'après l'angle i conclu de l'équation ^ = i , et sa va- 
leur sera celle de /, en y mettant le rayon intérieur a du tube à 
la place de a^ 

Par des considérations semblables, on déterminera, dans tous les cas, 
la figure du liquide à l'extrémité inférieure du tube , lorsque sa branche 
yerticale sera descendante , ou qu'il aura été adapté à un petit orifice 
pratiqué au fond du vase qui contient le liquide. 

(62). J'ai insisté sur ce qui arrive qusgid le liquide atteint l'une des 
deux extrémités du tube, parce que je me trouve, sur ce point, en 
o^>osition avec un passage de la Mécanique céleste (^), où il est dit 
gu'alprs l'angle sous lequel les parois dulube sont coupées par la 
surface du liquide , c'est-à-dire l'angle que j^ai appelé » , devient 
variable et n'est plus le même qu'à une distance quelconque des deux 

V- 
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Supplément à la Théorie de l* Action capillaire , page :si5; 
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extcéractés. Cette- asaertiott est ëdiappée à rillufitiie aiiAeir, fiiute 
d'avoir considère que cet angle K0N est compèi à partir de k noi^ 
maie KO m la sar^oe du tube^ dool l'iDclinaiaon sur un |ilan hori-^ 
zOBtel varie locscpte le point apparlteot à Tavète sttpérieiHre au 
insférienre do tube; ce qui suffit pour expliquer, sanfr (foe l'angle i» 
éprouye ancune yariation , le diangement de courbure de la surfilée 
en lîcfoids^ et pour déierminer la courbure correspondante à une 
distance donnée du niveau extérieur dir liquide à Textirémifaé du tube. 
L'influence de l'angle i sur rélévation dn centre de fai surface ca-^ 
pillaife, fournit aussi 4'expiieation dies différentes valeurs de celte 
élévatioa que les pbysicieas <mt obtenùe»> pour un même! Kquide / 
et dans un même tube cylindrique vertical , qui n'était -ptkë niouffllé 
préalaUemetit par ce liquide. En effst, quel que scHt lé degré dé 
poli de la paroi intérieure du tube, il s'y trouve toujours des si- 
nuosités dont les bauteurs sont incomparablement pTus grandes que 
le irayon d'activité moléculaire , et dont les^ normales peuvent iaii?e 
des anglfes quelconques, différens de l'angle droit, avec la verticale. 
L'angle / , et par suite la quantité S, varient donc d'un point à un 
autre de la surface du tube que l'on regarde comme cylindrique. Les 
différentes valicurs de 6 peuvent être moindres que db i, sans que 
l'angle c» éprouve aucun changement ; et il en résulte différons états 
d'équilibre, dans lesquels le liquide est plus ou moins élevé, et la 
courbure de sa surface plus oo moins^ considérable. Cette sorte d'in- 
détermination disparait, lorsque la surface du liquide, concave ou 
convexe, est tangente à celle du tube, et que l'élévation ou l'abais- 
sement de son niveau atteint le maximum; ce qui a Keu , comme on 
Ta vu précédemment ( n"" 52), quand le tube a^ été mouillé dans 
toute sa longueur par le licjuide, ou bien , quand il n'exerce au- 
cune attraction sur la coucbe qui s'appuie contre sa paroi intérieure , 
en vertu da poids du liquide* et de la pression atmosphérique. C'est 
égaleaaent à ces sinuosités ,. conuase^ aussi à celles qui ont toujours: Keu 
vSur les surfaces regardées comme planer, que Von- doit attribuer Tadhé** 
sion de la couche liquide, d'une épaisseur sensible, qui mouille ces 
surfaces, quand i ou cos a> est négatff , et qui se maintient sans 
perdre sa fliiidité, quelle qae aoit leur direction^ verticale, hûritùn^ 
taie ou inclinée» 

]6.. 
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(6S). Dans le dernier cas da n* 6f , il sert bon de calculer le poids 
de la goutte qui se forme à l'extrémité inférieure du tube, k l'instant 
où l'équilibre va se rompre^ et en supposant le tube terminé par un 
plan horizontal , qui coupe ses deut surfaces intérieure et extérieure f 
en D' et L' où il y aura des arêtes vives dont les rayons seront a et cl\ 

Si l'angle KON est obtus , la goutte se teraainera à l'arête exté- 
rieure, et, s'il est aigu, à l'arête intérieure. Dans les deux cas, on 
aura £=:i, à l'instant que l'on considère; le liquide sera convexe; 
chaque verticale ne rencontrent sa surface qu'une seule fois, et la 
normale extérieure fera, en chaque point, un angle obtus avec la 
verticale tirée par le même point en sens contraire de la pesanteur. 

Pour fixer les idées, supposons l'angle KON obtus. A cause de 
^ss I et T^'ss — - a', et d'après la remarque du n** 55, nous aurons 



a« 



'S «'+»/*'» — e 



-B = A-.a'+Vcc'--^*+3^1og 

pour l'équation de la surface du liquide, en regardant le radical 

^af* — t^ comme positif, et comptant les z positives à partir du ni-- 
veau du liquide et dans le sens de la pesanteur. Si l'on appelle z. 
l'ordonnée d'un point quelconque, coâiptée dans le même sens, 
mais a partir du plan horizontal qui termine le tube inférieure- 
ment, on aura donc 



a«'* , a'+\/ùF^^ 



Le volume dé la goutte située au-dessous de ce plan sera 
2W I z^idt ; et en désignant son poids par m et effectuant l'inté- 



gration , nous aurons 









En appelant l^ la hauteur correspondante du liquide au*dessus de l'ex* 
trémité inférieure du tube, c'est-à-dire la valeur de z qui répond à 
tzsia'p on aura, à très peu près, 

^ — 7 3*- 

Le poids maximum m ne dépendra pas de la matière du tube , 
ou de la grandeur de la constante b ; seulement , quand b sera né- 
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gatif, comme nous Tavom suppose, le contoar du liquide situé au- 
dessous du tube y sera Tarète extérieure de son extrémité; et dans 
le cas de & négatif, ce contour sera Tarète intérieure, de sorte qu'il 
faudra alors remplacer al par ot dans l'expression de m. Comme on 
a supposé tii très petit par rapport à <x, ce poids, pour différens 
liquides, sera à très peu près proportionnel à leurs densités. 

Dès que Télération du liquide dans le vase auquel le tube est 
adapté, surpassera f, l'équilibre ne sera plus possible. Le liquide 
se mettra donc en mouvement : le déplacement de ses différens 
points sera très lent, si l'excès de pression est peu considérable; 
mais, quelque lent qu'il soit, la figure du liquide ne pourra plus 
se déterminer par l'analyse précédente , qui se rapporte exclusive- 
ment au cas de Péquilibre. L'observation montre que la goutte sus- 
pendue à l'extrémité du tube s'allonge graduellement jusqu'à ce 
qu'une partie se détache. M. Gay-Lussac a trouvé que pour un 
même liquide et un même diamètre extérieur du tube, le poids 
des gouttes tombantes est constant , et que pour différens liquides , 
il n'est pas proportionnel aux densités. Le rayon extérieur du tube 
dont il a fait usage était 

a! = 5— ,09. 

A la température de 1 5®, il a trouvé 8^,9875 pour le poids de 
100 gouttes d'eau. En calculant la valeur de m, d'après cette va- 
leur de a! et de celle de af" du n* 56 , on trouve, à très peu près , 

m = o%o8; 

en sorte que , dans ce cas , le poids de chaque goutte qui se dé- 
tache surpasse très peu celui de la goutte suspendue en -dehors du 
tube, à l'instant où l'équibre commence à se rompre. Mais il faut 

remarquer que le rapport — étant environ 7 , cette valeur de rA \' 

déduite de la formule précédente, peut ne pas être suffisamment 
approchée. A la même température , M. Gay - Lussac a trouvé 
5%o575 pour le poids de 100 gouttes d'un alcohol dont la densité 
était 0,8455, en prenant celle de l'eau pour unité; d'où il résulte 
que le poids de chaque goutte tombante d'alcohol est à peine le tiers 
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de oelni dltine goatte <l'e«D> quoique la deautâ da pranîer liquide 
ae diffère paa d'un cinquième dor celle du second». Le nppoit 

— étant, plus grand que Fnnîté dans le cas de l'alcobol et du tube 

que M. Gsgr - Lufi9ac a employés ^ on ne pourrait pas calculer la 
valeur de m par. la formule précédente. 

(64)' Coasidwons mainiciiaut l'équilibre d'ui^ liquide homogjite , 
saqi?ndu <lanâ iw tube cap^^laire et soumis à lât presfiiott atcDOspbë* 
liq^e^ 4|pu'iM). suppose la raièaie s^r sçs. deu^ s^vfac4^S| .auxquelles ap* 
partieudjfout les équations (9) et (1 1) du nf 3o., 

Mous supposerous que la sur£sice intérieure, du tube soît une sur- 
face de révolution qui ait sou ajce vertical f U cm sera de noéme à 
l'égard des deux surfaces du Uquide, dont l'axe commun sera o^lui 
du tube \ et si ron appelle t la distance d'un point quelconque M 
de Tune ou 1'^^^ surfece à cet axe , et p la densité du liquide di- 
minuée de celle d» laijr, et qu'on fasse 

H=irgpaS £?' — n = gpc, 
les équations (9) et (11) deviendront 



dt 


+ 


I d7^ 

t dt 
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a" 


Si 


d^z 
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I dz 
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La première appartiendra à la surface supérieure ^ et la seconde à 
la surface inférieure. Les ordonnées positives z et 2' seront por- 
tées au -dessus d'tm ^n> horizoalal qu'on choisira arbitrairement; 
la con9tadte c se déterminera d'après le volume donné du liquida. 
Pôtir chaqtre point M , on regardera le radical cmifemi dans- le se^. 
cond membre de l'une ou l'autre équation, comme. unç quantité 
positive ou négative y selon que la normale en ce point fera un angle 
aigu OU' obtus , avec la verticale tfrée par le même point* en sens 
contraire dé la pesantbur. 

Soit en outre F=ïï *ff. Appelons .r là distance à Faxe du t^be> 
d'un point' tfuelconque appartenant au contour de la surfaire in^- 
férieui-e; ? îanèfle \xi\ d Sté dëénî dans \t tt* 58, et tf fe même 



L'ACTION CAPILLAIRE. 1^7 

QiunérD* Désignons par ^or^ 1% C^ w que de- 



surface supérieure. Nous aurons 









.(i5) 
•o; 



la première ^uatîon ay«Bt lieu poar t.=^x^, et la sefconde pour 
tssx, et les signes des radicaux se déterminant d'après les direc- 
tions des normales en efif, par la même règle que dans les équa- 
tions (i4)* 

Appelons encore C et C les centres des surfaces inférieure et su- 
périeure, c'est-à-dire les points où elles coupent leur axe commun, 
et en chacun desquels les deux courbures sont égales et de même 
sens. Soient y et y' leurs rayons de courbure en ces mêmes points, 
dont chacun sera regardé comme positif ou comme négatif, selon 
que la surface correspondante tournera sa concavité ou sa .conTexiCé 
en-dehors du liquide (n"* 3o). Désignons aussi par h et h' les ordœa* 
nées verticales de C et C. D'après les équation^ (14) ^ on Aura 

Cela posé, les premières et les secondes équations (14) et (i 5) for- 
meront deux systèmes , qu'on résoudra séparément par l'analyse des 

n"*" 54 et 58, lorsque les rapports ^ et ^ seront supposés très pe^ 

tits, et en ayant égard aux signes que doivent avoir les radicaux con- 
tenus dans ces équations, soit au centre de chaque surface, soit à son 
cofatour. Les valeurs de z et z^ qui en résulteront seront de la forme : 

T et f étant respectivement des fonctions de t, ôc , £, et de t , 
^, C\ qui ne contiendront pas la œnstante c. Il ne wstera d^nc 
-plus qu'à déterminer oetfe qiianftitéet les valeurs de or et je<, d'où 
dépendront celles 4e€et€'. 

Pour cela , désignons par 3t ^ X' ce -que deviennent T 'et T, 
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quand on £ut tznx dans T et ^ := a< dans T. En appelant y et 
y les ordonnées des points et 0', on aura 

7 = c + X, /=c + X'. (i6) 

Soit de plus p le. volume compris entre la surface inférieure du li- 
quide et le plan horizontal passant par son contour^ et s^* le vo- 
lume analogue^ relativement à la suiface supérieure. En considé- 
rant chacune de ces quantités con^me positive ou comme négative, 
selon que le liquide sera convexe ou concave , noas aurons 

Soit enfin i' le volufne du liquide qui doit être donné; en en re- 
tranchant p et v^f on aura le yolume terminé par la surface inté- 
rieure du tube et par les plans horizontaux des contours des deux 
surfaces du liquide, que je représenterai par Y; on aura donc 

Otf le point appartenant à la surface du tube, son ordonnée^ sera 
donnée dans chaque cas en fonction de x^ ainsi que Tangle i, et par 
suite la valeur de C. Les quantités^, f, €', seront données de^méme 
en fonctions de ûc' ; la valeur de Y en fonction de a: et x' s'obtien*» 
dra par les règles connues; et, de cette manière, les équations (i6) 
et (17) suffiront pour la détermination complète des trois incon- 
nues X , x'f c. 

(65). Cette solutiop du problème conviendra également au cas 
où le tube sera composé, comme un siphon, d'une partie courbe 
et de deu^ branches verticales, dont les surfaces intérieures seront 
des surfaces de révolution, et dans chacune desquelles le liquide 
s'élèvera à une certaine hauteur. On prendra alors pour c' le vo- 
lume du liquide contenu dans ces deux branches, au-dessus d'un 
plan horizontal supérieur à la partie courbe du tube , lequel volume 
ce déduira du volume total du liquide, en en retranchant celui du 
liquide contenu au - dessous de ce plan , qui sera aussi connu ; on 
prendra, en même temps, pour Y la somme des capacités inté-- 
rieures des deux branches, comprises entre ce plan horizontal et les 
plans des contours des deux surfaces du liquide. 
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Supposons^ par exemple, que les surfiices intérieures des deux 
branches verticales soient des surfaces cylindriques, dont a: et ;xf sont 
les rayons donnés; nous aurons alors f = o, l'sso, f =:€^=s6. 
En déterminant les valeurs de T et T par les formules du n^ 54 , et 
n^ligeant les termes divisa par a% on aura 



hà 



^ — ^— -^ — û^ 



^ Zh' ^ 6 V ^ ■" 1?" ' 

pour les équations des deux surfaces du liquide , dans lesquell^ on 
regardera les radicaux comme des quantités positives. On pourra 
remplacer l'équation (17) par celle-ci: 

d'où l'on tire , en effectuant les intégrations, 

ce qui fait connaître la constante £? , de sorte qu'il ne reste plus^ rien 
d'inconnu dans les expressions de 2 et /. 

Oq peut remarquer que la différence de niveau des deux points 
C et Q' ne dépendra pas du volume du liquide» Généralement, cette 
différence sera 



û» û» 



y y 

et ne dépendra, par conséquent, pour un même liquide, que des» 
courbures de ses deux surfaces. 

(66). Si le tube est cylindrique dans toute sa longueur, et ter- 
miné inférieurement par une portion de plan horizontal , qui se 
joint à ses deux surfaces intérieure et extérieure par deux arêtes 
vives, comme dans le n* 63, le liquide descendra jusqu'à cette ex- 
trémité du tube , pour s'arrêter à l'une ou à Fautre de ces deux 
arêtes, lorsque l'équilibre sera possible. Le rayon x' sera donné; on 
aura T := o , £' = & , et l'expression de z' sera la même que dans le 
numéro précédent. Si le liquide est convexe par* en baut , iieA^^ 

«7 



t« 
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dite , si là qatfntitë b est positlre , il faudra qu'il le soit auisi par 
en has, et le liquide ne pourra s'arrêter qu'à Varète intérieure du 
tube. Si , au contraire , cette quantité est négatiTC , le liquide 
pourra d'abord être ooncare par en bas^ et s'arrêter à Tarète int^ 
rieure. Sa concavité , moindre qu'à son extrémité supérieure , di-* 
minuera de plus en plus, à mesure qu'on augmentera la hauteur 
du liquide ; elle disparaîtra entièrement, et la surface inférieure du 
liquide sera plane, lorsque cette hauteur égalera celle du même li- 
quide au-dessus du ni veau extérieur, dans le cas où le tube est 
immergé par son extrémité inférieure : au-delà, le liquide devien- 
dra convexe , et ne pourra plus s arrêter qu^à l'arête extérieure du 
tube. En prenant alors pour a: le rayon de cette arête, et snppo* 



sant très petit le rapport -^ , nous aurons 

3C 



^ — ^ — H" âffj 3^ ^ y ï — -jr^ 



pour l'équation de la surface inférieure du liquide , dans laquelle on 
regardera les radicaux comme des quantités positives. En effet , 
d'après la remarque du n^ 55, la valeur de z — c se déduirait de 
celle de z du n^ 54 , en y changeant le sens des z positives et le signe 
des termes qui renferment une puissance impaire de a^ j ce qui 
est la niême chose que de changer le signe des autres termes, comme 
nous le faisons ici , en conservant à l'axe des z sa direction en sens 
contraire dé la pesanteur. 

Le plan horizontal au-dessus duquel seront portées les z positives 
étant arbitraire p nous pouvons prendre pour oe plan celui qui 
termine le tube. Nous aurons donc zsso, quand ^ssor; ce qui 
donne 

^ — — — 355-* 3CJ hjVî — b- 

L^équation ( 1 7) sera la même chose que celle-ci : 



J o J o 



et en 7 substituant la valeur de z' du iraméro précédent , et celle de s 
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qo!on vient d'ë<^re , il en résultera 

ce qui ùki connaître la yaleur de C Les quantités c et C étant ainsi 
détermiûëesy les expressions de z et de i^ ne renfement plus rieik d'in-* 
connu. Mous avons supposé b négatif; mais s'il était posilâf , il soffi* 
rait de mettre au lieu de ^ry dans ces différentes formules , le ray oty x' 
de l'arête intérieure à laquelle le liquide s^arréterait alors» 

Comme la plus. grande valeur de € est l'onité^ il s'ensuit qu'on 
aura le plus grand volume du liquide que le tube puisse soutenir y en 
faisant f = i dans la valeur 4e €'• Si l'on aj^lle (jl le poids de ce 
liquide, et qu'on substitue pour c sa valeur^ iT vient 

— (je' — Aa:) H- y {x* — ar") J, 

dans le cas de b négatif , et 

ft = •nrgpa'a:' (i — b) , 

dans le cas de b positif. 

Si le liquide est le mercure non oxidé , et que le tube soit de 
verre ^ on sait, par la figure que^ ce flfiide a0fe6te dans un tube 
capillaire^ que la quantité b est positiva et aïoindru q«e l'unité : 



le poids /t ne serait donc fs^ nul^ ei robserration de œ) poids 



pourrait servir k détern^iacieff la vaJbui: de & ^ e» suppoaanê icodnue 
celle de a. 

Quand le tube est mouillé du liquide que* l'on considère, -en a 
ft = — I , et 

S'il s agit de 1 eau , par exemple , On prendra pour a* dans cette fc|]ç- 
mule, sa valeur numérique trouvée dans le n^ 56. 

(67). Pour donner une dernièrç application des formules du n"" 64, 
supposons que te tut)è soit^ conique. La courbure de la surface du li- 
quidé la plus voisine du sommet sera la plu& grande ; le liquide sera 
donc poussé vers ce point ou en sens contraire , selon que ses deux 

17.. 
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surfaces seront concaves ou convexes, c'est-À-Klire selon que Tangle câ 
sera obtus ou aigu , ou son cosinus b négatif ou positif. Par consé- 
quent, pour tenir le poids du liquide en «équilibre , il faudra que le 
sommet du cône soit au-dessous .dans le cas de la convexité, et au- 
dessus dans le cas de la concavité. Je supposerai que ce soit le pre- 
mier cas qui ait lieu ; le second se traiterait de la même manière. 
' On aura i'= i, et i sera l'angle donné que fail la génératrice du 
cône avec son axe vertical. Les deux quantités € et €' ne seront pas 
égales ; elles différeront par le signe du second terme (n^ 58) , c'est-à- 
dire que l'on aura 



€=sb cos I — \/i — &• sin 1 , 6' ^=sb cos i -f- V'i — 6* sin i. 

Je compterai les z et z' positives à partir du plan horizontal , mené 
par le sommet du cône ; il en résultera 

et l'on aura , en même temps , 

V = Z—. — .(x^ H- xa/ -H a/') Cx' — a:). 

La surface supérieure du liqtdde tournera sa concavité en-dehors ; 
chaque verticale ne la rencontrera qu'en un seul point, et, en cha- ^ 
cun de ses points, la normale extérieure et la verticale tirée en sens 
contraire de la pesanteur, feront un angle aigu. Par conséquent, Tex- 
pression de T' se déduira de la formule (lo), en y mettant €^ et jc' 
au lieu de 6 et a ; ce qui donne 






en négligeant les termes divisés par a*, et considérant les 
comme des quantités positives. On en conclut 

r_K'=^(v/7::"p-v^T=), 
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Qaant à la surfiice inférieure du liquide ^ elle tournera aussi sa €0n«> 
cavité eiir-dehors ; mais dans une certaine étendue , près de la paroi 
du tube f elle sera rencontrée en deux points par chaque verticale { 
et, de plus, l'angle compris entre la normale extérieure et la ver^ 
ticale tirée de bas en haut, sera obtus depuis le centre jusqu'aux 
points où le plan tangent est vertical , et aigu depuis ces points jus- 
qu'au Contour. Cela étant, on aura 



' ^ T ^^ 3? ^ 3<P C V ' — "ÏT I 

OÙ l'on regardera le radical Vi — •"?• comme positif, et le radical 

/ ?? 

w I — — ;- aussi comme positif dans la première partie de la sur- 

s'étendra depuis £ ss o jusqu'à tas -^f mais comme n^^tif 
coude partie, c'e8t-4i-dire depuis t^ ^ jusqu'à t:=x. On 



aura donc 



X~T= JvT=:^+f y/i 






et d'après le signe da second radical , on en condara 

v=^[|H.|(.-€*)--*-«-V/7^rT.]. 

Au moyen de ces différentes valeurs, les équations (i6) et (17) 
deviennent 



û^Tg-f =*^"- ir + 3? + — 3P — + c V» - e», 



TTOOil 
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La dernière et celle qu'on obtiendra en retranchant la première de 
la seconde, senriront à déterminer xet a/; Tnne oo l'antre des deox 
pTOT Mè reg fera connaître ensuite la râleur de c, et ce sera la solution 
copiplète du problème* 

JSUe.ae simplifiera beaucoup, lorsque Tangle i sera très petit; ce 
qui permet de remplacer cos i par l'unité. La différence x' '^ x 
sera aussi très petite; et en la négligeant et faisant C sss Ç ss b, 
excepté dans les termes qui sont divisés par i ou multipliés par la 
constante (i*, ce qui peut les rendre consid^abtes , nous aurons 

^— ^ -3 ^ r^c'— zr^-- — V/7Z.T» sin i ^ ^ 

, ^x^{x' — x) ^x"^ 
g :^ ■■■■ : ■ . y H .çrs- 



sin I 



W^' 



En ajoutant ces deux équations après aroir multiplié la première 

par "XX^f on en déduit 

et la seconde devient ensuite 



en sorte qu'on n'aura p^is qu'à résoudre cette équati<m du troisième 
degré. 

(6d)« Supposons qu'on incline l'axe du c^e, et qu'il fisse un 
angle 6 avec un plan horizontal , mené par son sommet. Par ce même 
point f menons un second plan , perpendiculaire k l'axe , et un troi- 
sième perpendiculaire k l'intersection des denx premiers. Prenons ces 
trois plans pour ceux des coordonnées, et désignons par Ç, n, n', les 
trois coordonnées d'ua point queleouque M de la surâice inférieure 
du liquide , respectivement parallèles à l'axe du cône , à l'intersection 
des deux derniers plans , et h celte des deux premiers. L^ordonnée z 
du même point aura pour valeur 

2 = Ç sin 9 — >f cos 6. 
A^u lieu de la secende équation (i4)y nous aurons donc 
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- + — ,= ^ (f sin fl — n cos fl — c), 

pour l'équation de la surface inférieure ; A et A' étant les deux ra3^ons 

de courbure au point M, et la valeur de — | — ^ étant donnée par la 

formule (2)^ dans laquelle on mettra if, x', Ç, à la place àià x^ y ^ z. 
Si l'on représente par t la distance du point M à Taxe du cône, l'équa- 
tion du contour sera toujours la seconde équation (i5), en y mettant 
^ au lieu de z, et désignant par ^ la même constante que précé- 
demment. 

Cela posé ^ on pourra regarder X, comme une fonction de ^ et y\ ^ 
dont le développement, suivant les puissances de if, sera de la 
forme : 

Ç = Z + Z'^'-t-Z"i; + etc., 

Z , Z', 2à\ etc. y étant des fonctions de t. En substituant cette série à 
la place de X, dans l'équation précédente, et égalant ensuite les termes 
semblables dans ses deux membres, on formera, en effet, une suite 
d'équations dont la première ne contiendra que Z, la seconde Z et Z^ 
la troisième Z, Z' et Z'', et ainsi de suite. On en pourra donc déduire 
successivement les valeurs de toutes ces inconnues; et Ton pourra 
aussi s'assurer de la convergence de la série. Or, si l'on néglige, 
comme précédemment , les termes de Tordre du carré du rayon du 
cône, divisé par a*, la valeur de Ç se trouvera réduite à son pre- 
mier terme Z, dont l'expression se déduira, sans nouveaux cal- 
culs , de celle qu'on a trouvée pour s dans le cas de l'axe vertical , 

en y mettant -r— . à la place de £t*. Le même raisonnement s'ap-^ 

plique aussi à la surface supérieure du liquide ; il s'ensuit qu'au 
degré d'approximation où nous nous arrêtons, Tinclinaison 8 de l'axe 
du cône n'influe sur les équations d*équilibre du liquide, qu'en ce 

qu'il y faut remplacer a* par -:— g ; et, à cause de «• = — ,celare* 

vient à changer la pesanteur ^ dans sa composante ^ sin fi , paral- 
lèle à l'axe du cône. 

L'équation (18} donnera alors 
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OU ^ ce qui est la même chose , 

en désignant par k la distance -r^. du liquide au sommet du cône. 

Si Ton a mesuré k directement , cette formule fera connaître l'angle 9 
correspondant 9 que l'on pourra comparer à l'inclinaison observée. La 
même équation ^ura lieu dans le cas de b négatif, en supposant Taxe 
incliné au-dessous du plan horizontal passant par le sommet du cône, 
et changeant , en conséquence , le signe de sin 6. 

(69). D'après le titre de ce chapitre, il nous reste encore à con- 
sidérer l'équilibre de plusieurs liquides superposés et contenus dans 
un tube capillaire. Je supposerai qu'il y en ait deux ; les cons- 
tantes spéciales H et F se rapporteront au liquide inférieur, dans 
lequel l'extrémité du tube est plongée , et qui s'étend indéfiniment 
en-dehors. Je désignerai par H' et F' les constantes relatives au li- 
quide supérieur ; en sorte que , si chacun de ces liquides était 
isolé, l'élévation et la courbure du premier dépendraient de H et 
F, et celles du second, de H' et F'. Soit 

F — F = Ki 

et représentons par G une nouveDe constante, relative à la matière 
des deux fluides. Soit aussi p la densité du liquide inférieur, et 
p^ celle du liquide supérieur, diminuées l'une et l'autre de la den- 
sité de l'air. 

Les équations des surfaces supérieures du premier et du second 
liquide seront, d'après les n^ 2g et 3o, 
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c désignant une constante arbitraire , et les ordonnées positives 
z et zf étant comptées en sens contraire de la pesanteur , k partir 
du niveau du premier liquide en -dehors du tube. La valeur de 

- + 77 sera donnée par la formule (2), dans laquelle on déterminera 

le signe du dénominateur, d'après l'angle que fait la normale exté- 
rieure à ce premier liquide avec la verticale tirée dans le sens des z 
positives, de sorte que ce dénominateur soit positif ou négatif, se- 
lon que l'angle dont il s'agit sera aigu ou obtus. La valeur de 

- -f- "^ se déduira de la même formule , en y mettant z' au lieu 

de Z , et déterminant le signe du dénominateur, par la même règle 
appliquée au liquide supérieur. 

Indépendamment des équations (a), dont chacune appartient à 
tous les points de Tune des deux surfaces, oh aura, relativement 
à leurs contours (n® ^6), 

K = Gcos^, F=H'cosâ>î (b) 

(p étant Tangle que fait la normale à la surface de séparation des 
deux fluides , menée par un point quelconque . de son contour en- 
dehors du liquide inférieur, avec la perpendiculaire abaissée du même 
point sur la paroi et dans la matière du tube ; et co désignant l'angle 
analogue y relativement au contour de- la surface libre du liquide 
supérieur. 

(70). Lorsque la surËEice intérieure du tube est une surface de ré- 
volution, ayant son axe vertical, les deux surfaces capillaires seront 
aussi des surfaces de révolution qui auront le même axe que celle du 
tube ; et les équations (a) et {b) prendront la même forme et se ré- 
soudront de la même manière que les équations (14) et (i5). Nous 
prendrons, pour exemple, le cas le plus simple, celui d'un tube ver- 
tical dont la surface intérieure est celle d'un cylindre à base circu- 
laire et d'un très petit diamètre. 

En désignant par t la distance d'un point quelconque de l'une 
ou l'autre des deux surfaces capillaires à leur axe commun, mul- 
tipliant les équations (a) par 2tdt , et intégrant ensuite leurs deux 
membres, nous aurons 

18 
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2 (p — p') gfztdt +c<* 






v/^i' 






V'+dF 



tes intégrales /sftfie et fz'tdt étant nulles qnand < =: o. En même 
temps, les équations (b) prendront la forme : 



et elles auront lieu pour / =:«^ en désignant par a le rayon du tube. 
Les signes des radicaux sont les mêmes ici que dans les équations pré- 
cédentes. Si donc on fait ^=et dans celles-ci , et qu'on élimine 

^ et -^ entre ces quatre équations ^ on aura 

a(p — p')g: I ztdt^ ca*-f-fl(Ks= o, 
ap'g r* :itdt— ca* -f- aF'= o. 

Appelons h et V les ordonnées verticales des centres des deux sur- 
faces capillaires^ c'est-à-dire les valeurs de z et z' qui répondent à 
^ ss: o. En ces points, les deux rayons de courbure de chaque surface 
sont égaux et de même signe. Soit donc aussi A 2= A' s= ^ et 
fi :s=i fjj zs=i y' pour ^ = o. En vertu des équations (a)^ on aura 

Maintenant) dans une première approximation , à laquelle il suflira 
de nous arrêter , nous pouvons supposer que les surfaces •capillaires 
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coîncideiit avec leurs sphères osculatrices , aux points où elles cou«- 
pent leur axe de figure, et dont les ordonnées sont h et h'. INous 
aurons alors 



les radicaux \/y^ — f et \/y'^ — ^ étant respectivement de même 
signe que y et y', c'est-a-dire posîtife ou négatif);^ suivant que cbaque 
surface tourne sa concavité par en haut ou par en bas. Je substitue 
ces valeurs de z et 2' dans les équations (e)} il vient 



ou bien , en vertu des équations (d), 
G*' 

y 



!+«K+g:(p-pO[>«'+|(>*-«')^-|>']=o, 

Le rayon a étant supposé très petit , et en supposant que K et F^ ne 
soient pas aussi très petits, on, tirera de ces équations, à très peu 
près, 

OÙ Ton regardera les radicaux comme des quantités positives. Les 
équations (d) donneront les valeurs correspondantes de h ^t h'^ qu^nd 
on aura déterminé la constante c« 

Or, si Ton désigne par '?raU le volume du liquide supérieur qui 
doit être donné, on aura 

a^ê=z2 r* z'tdt — 2 r* ztdt , 

J o J o 

ou y d'après les équations (c) , 

18.. 



(e) 
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*••= 7(7^:7 + ?)+ -(—'-7); 
ce qui donne 

c x= e^i^'L' + ^ [(p - pO F' - pTi]. 

En substituant cette valeur dans les équations Çd), et observant que 
K = F — F', on en conclut 

* ^■-f. + è[G'^' + |(G--»'')'-|e']. 

« 

Les valeurs de y, y, h, h', étant connues, celles de z et z', et, 
par conséquent , la forme et l'élévation des deux surfaces capillaires , 
le sont aussi ; ce qui est la solution complète du problème. 

(71). Si Ton supprime le liquide supérieur, il faudra supposer 
(d' = o, P=:o, H' = o, K = F, G=?=H, 
au moyen de quoi la première équation (e) devient 

*=-^ + f[hf-h-|(h--f-)--|h»]; 

et si l'on fait H = gfa*, F =116, comme dans le n^ 54 » cette va-* 
leur de h coïncidera avec celle de ce numéro , en négligeant les 
ternies divisés .par a^, dont nous n'avons pas tenu compte dans le 
calcul précédent. Il en sera de même en faisant 

f'=f, r=F, H'=H, 

dans l'expression de hf. 

Je désigne par x l'excès de la valeur de h' donnée par la seconde 
équation (e) , sur cette dernière valeur de k. On aura 

H- ^[H'F* + f (H" - F')' - 5 H'»]. 
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Il en résulte donc que si le liquide auquel répondent les. constantes 
f ^ H, F, est d'abord seul dans le tube^ et que l'on verse au-des-^ 
sus un Yolume ^aU d*un autre liquide^ pour lequel les constantes 
analogues soient pV H^ F', le centre de la sur&ce supérieure s'élè- 
vera ou s'abaissera, selon que cette valeur de a: sera positive ou 
négative. Lorsque cette surfiice tournera sa concavité dans le même 
sens, et coupera la sur&ce du tube sous le même angle, avant et 
après l'introduction du second liquide, on aura 

ce qui réduira la valeur de x k son premier terme, lequel est po-* 
sitif à cause de p ^ f'. Dans ce cas, il y aura donc toujours élé- 
vation du centre de la surface supérieure ; mais ce point pourra 
s'abaisser, quand la courbure de cette surface aura augmenté ou 
diminué par l'introduction du second liquide , selon qu'elle était 
auparavant concave ou convexe par en haut. 

Supposons, par exemple, qu'après cetfe introduction la surface 
supérieure soit concave par en haut et tangente à la paroi du 
tube, et qu'elle faisait primitivement avec cette paroi un angle de 

1 20% dont le cosinus est -^ -• On aura 

F = — H', F = — -Hj 
et il en résultera , à très peu près , 

en sorte que si la densité p' du liquide supérieur est les neuf-<lixièmes 
de la densité p du liquide inférieur, il suffira que < soit moindre que 
le diamètre 2a du tube, pour que a: ait une valeur négative, et qu'on 
observe, en conséquence, un abaissement du centre de la surface 
supérieure. 

Cette remarque peut servir à expliquer un phénomène observé par 
Th. Young. L'eau étant le liquide contenu d'abord dans un tube, 
dont il ne dit pas le diamètre, ce physicien a versé au-dessus 
du liquide une petite goutte d'huile, et il a vu la surface supé- 
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rifiwre de cette Mie s'afaeisser aa-^desrous de la hauteur fM^mitivé 
de Teaa ; abaissement qu'il favi sans «dont» rapporter an centre de 
k 9ni>fiBice> c'est^'^dire an pomt oii elle conpe Taxe dn tnbe; Or, 
riiufle ayant été introduite par le hant du. tube^ il y a lieu de 
croire ^e la paroi du tube en était humectée ^ au ••dessus de la 
sur&œ de ce liquide^ et qu'on atait, par conséquent^ Fsss -^H^ 
comine je l'aï supposé da» le [numéro précédent. On peut aussi 
supposer que l'eau ne mouillait pas primitivement le tui>e dana 
toute sa longueur, sans quoi l'huile aurait difficilement descendu 
le long de ses parois. On peut donc admettre que la surface de 
l'eau n'était pas tangente à la paroi du tube, et qu'on avait F<^— H, 
comme je l'ai aussi supposé; et ces données suffisent, ainsi qu'on 
vient de le voir, pour que la valeur de a: puisse être négative, con- 
formément à l'observation de Th. Yonng. 

Il avait présenté cette observation singulière, comme une «Ufficulté 
qu'il élevait contre la théorie de Laplace, et que j'ai indiquée au 
commencement de cet ouvrage. Mais, sur ce point, les formules de 
la Mécanique céleste sont les mêmes que celles dont je viens de me 
servir pour montrer la possibilité d'un abaissement du centre de la 
surface supérieure; et l'on est fondé à croire que rexpérience de 
Th. Young, au lieu d'être contraire à la théorie , en deviendrai! une 
vérification intéressante, si elle était ré}>étée et accompagnée de me- 
sures suffisamment exactes. 

(72). Au reste, l'abaissement dont il s'agit ne peut avoir lieu 
qu'à l'égard de la partie centrale de la surface supérieure. Lorsque 
plusieurs liquides sont contenus dans un tube cylindrique et ver- 
tical,, plongé dans le liquide inférieur, leur poids total au-dessus 
d'un plan horivotital choisi arbitrairement est le même que si le 
tube iBft renfermait ipste le liquide inférieur; et, comme k densité 
de oelui-*ci doit êvre plus grande, il faut qtie le vc^me total de 
ces liquidea, et, par conséquent, l'ordonnée moyenne èe la iraiiaoe 
supérieure du liquide le plus élevé, soient plus considérables qne 
si le liquide inférieur existait aenl. Celte invariabilité du poids to- 
tal aurait encore Itetl , knrs même qtie les liquide» seraient mékn^ 
gés , ponrvtE que le mélange n'atteignit pas l'extrémfité inférienre 
dn *ube. 



D£ L'ACTION CAFlLLAIllE. 14$ 

fia ettstf pKpûDA UQ plan horiconta^ à une distance sensible au-* 
dessus de son extrémité iulerieure et .au«tdessûns dea liquides sopeiw 
posés ou mélangés^ eu supposant la surface intérieare du tube paiw 
fiiitement cylindrique , et faisant abstraction des sinuosités qui peuvent 
donner lieu à différens états d'équilibre (n^ 63 )', il est évident que 
l'action verticale du tube sera nulle sur chacune des. molécules fluides 
situées au-dessus du plan horizootal.. Cela étant , soit K Faction exerr 
cée en sens contraire de la pesanleur, par le liquide situé au^lessous 
de ce plan sur le liquide situé au-dessus , et U le poids de celui-ci; 
pour son équilibre, il faudra qu'on ait 

n désignant la pression atmosphérique rapportée à l'unité de sur£ace^ 
k^ l'aire de la base du tube f qui peut n'être pas un cercle , et , |m- 
conséquent^ IIA:* la composante verticale de cette pression. La forœ R 
se composera de deux parties : l'une relative k l'action du liquide si** 
tué au-dessous du plan horizontal, sur la couche du liquide supérieur 
adjacente à la paroi du tube et d'une épaisseur insensible; et l'autre 
relative à l'action du premier fluide stu* tous les points du second 
qui s''éloîgnent sensiblement de la surface du tube. Je representemi 
par y la première pairie de R; la seconde sera la pression qui a 
lieu à l'intérieur du liquide dans lequel le tube est plongé, et qui 
répond à la ^distance du plan borizoatal au «veau extérieur de ce 
liquide ; ci comme cette pression inférieure , rapportée à Funité de 
suîrfisice, est égale k O-f-pg/, en appelant g la gravité, f la den^ 
site du liquide^ et ^ la distance doiit il a'agit , la seconde partie de 
R sera n^ -^ fS^^' ^ substituant sa valeur totale dans l'équa** 
lion préoédente^ on aura ûijnc * 

U = V + pgJJf . 

Or, la quantité Y ne dépendra que de la matière dv liquide infé- 
rieur et de son degré de compression près de la paroi du tube , 
c^esl-à-dire de la malaère de ce liquide -et de celle du tube. Il en 
sera doue de imâme « l'égard du poids U; par conséquent, ce poids 
ne changera pas BiHdc la matière et le nomflnre des autres liquides ; 
ce qu^ «'agissait de prouver. 
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Quand il n'y a que deux liquides , et qu'ils ne sont point mélangés^ 
on parvient à la même conclusion au moyen de l'équation (17) du 
n* 56. Cette équation est 

P + r = — -H'ccos û) — - Gc cos ç : 

F étant le poids du liquide supérieur , P^-T le poids du [liquide sou* 
levé ou abaissé par l'action capillaire^ c le contour de la base du 
tube ,ùi>et(p\es mêmes angles, et H' et G 4es^mêmes quantités que 
dans les équations (b). On aura donc, d'après ces équations, 

• a a a ' 

à cause de Ks=F — F\ Or, cette valeur de P-f-T est, comme on 
voit , indépendante de la matière du liquide supérieur. 

Dans ce cas particulier, le poids U diminué de gpj'f^ est la même 
chose que P -]- 1"; ûu doit donc avoir « 

V = — 'cF; 

a ' 

et, en effet, Y est la somme des forces P et v du n^ 38 > multipliée 
par c ; quantité égale à — - cF, d'après le n° 4^- 

(73). Quelle que soit l'action mutuelle des deux liquides super- 
posés , si la paroi intérieure du tube est recouverte , dans toute sa 
longueur, d'une couche très mince de l'un de ces liquides , mais dont 
l'épaisseur ne ^oit point insensible, leur surface de séparation sera 
tangente à la paroi du tube, et elle tournera par en haut sa convexité 
ou sa concavité, selon que la couche mince appartiendra au liquide 
supérieur ou au liquide inférieur. 

Eu effet , supposons que ce soit le premier cas qui ait lieu. Si l'on 
applique au liquide inférieur la formule (a) du n^ 4^, on en conclura 
/zr = — q; car, dans la supposition que nous faisons, la fonction f 
contenue dans cette formule , sera évidemment la même que la fonc- 
tion R, renfermée dans, l'expression de 9, du n* 2j. De plus, le li- 
quide supérieur n'é(M?ouvera aucune variation rapide de densité près 
de la couche mince, adjacente au tube; on aura alors ^'c= 2q'(p? 49); 
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et, d'après ces valeurs de « et ^y les équations (lo) du n* 4^ don- 
neront K ==€ ; d'où il résultera cos (p = i et ^ = o ; ce qui répond 
à une surface tangente au tube et convexe par en haut. Si , au con- 
traire la couche mince adjacente au tube est formée par le liquide 
inférieur, on aura 4^ = 219 et 9'= — y, ; il en résultera Ks= — 6 , 
et ensuite cos^ = — i et 9=s^; ce qui répond à une surface tan- 
gente au tube et concave par en haut. 

Ces résultats contiennent, comme cas particuliers, ceux du n^ 5a 
qui se rapportent à un seul liquide, renfermé dans un tube qui 
n'exerce aucune attraction sur ses molécules, ou dans un tube mouillé 
préalablement dans toute sa longueur^par ce même liquide. 

(74). M. Gay-Lussac a effectivement reconnu que le mercure con- 
tenu dans un tube capillaire et mouillé successivement par différens 
liquides , prend toujours une forme hémisphérique et convexe 
par en haut, lorsqu'il est recouvert d'une couche quelconque du 
même liquide dont le tube est humecté. Les dépressions du mercure 
qu'il a observées dans ces différens cas, font connaître celles qui au- 
raient lieu si la couche supérieure n'existait pas; mais elles lais- 
sent inconnus les angles sous lesquels la surface de ce fluide vien- 
drait alors rencontrer celle du tube^ et elles montrent seulement 
que ces angles varieraient avec la matière du liquide qui mouille le 
tube dans chaque cas. 

Pour le faire voir, appliquons les équations (e) au cas du mercure 
recouvert par un autre liquide qui mouillera, en outre, la paroi du 
tube dans toute sa longueur. D'après ce qu'on vient de démontrer , il 
y faudra faire K=:G. Relativement au liquide supérieur, on aura 
F' = — H'; et, à l'égard du mercure, si l'on fait FssHft, h sera 
le cosinus de l'angle aigu sous lequel sa surface viendrait couper celle 
du tube mouillé, en supposant qu'on eût enlevé la totalité du liquide 
supérieur, et qu'on laissât seulement subsister la couche mince de 
ce liquide, adjacente à la paroi du tube. Soit de plus H = gpa*, les 
équations (e) deviendront 

" — * , « z* ) 

•9 
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potir k dîfifërence de haateur des centre» des deux sorfaccft du liquide 

9iipérieiir# 

M. Gay-LusdôC à pris succe«sîve«neiit l'eau et Faksobol poor le liquide 
supérieur. La température était la même, et s-élevait à if,5; le rayoa 
du tube était aussi le même , savoir : 

Les valeurs de « et de i^ sont les moyennes de plusieurs mesures qui 
différeraient peu entre elles. Dans le cas de Teau , M. Gay^Lussac a 

trouvé 

i =s= 7"°*,73oo, A = — 7""*,4i48; 

eti prenant 

f 10466' 
les équations précédentes donnent 

Dans le cas de l'alcohol, dont la densité était 0,8197 de celle de l'eau, 

on avait 

é = 7"",4755, A =5 — S^'^^oaCij 

d'où l'on conclut 

Or, la différence de ces deux valeurs de — est trop grande pour être 

attribuée aux erreurs des observations; elle prouve que la quantité b 
n'est pas la- même dans les deux cas; et la seconde valeur surpassant 
la première , il en faut conclure que l'attraction de la couche d'eau 
adjacente au tube l'emporte sur celle de la couche d'alcohol. 

(75). En faisant usage de la première valeur de —, et la multi- 
pliant par celle de a, on trouve 



' ^ = 7~,o6i8. 
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n^b ^sst (4,8704) mîlRmèlres carres. 

Si Ton substitue cette valeur numérique dans la première éq«i^-» 
tion (/), elle fera connaître ensuite la dépression du mejfcuvfi^ re- 
couvert d'une couche d'eau^ d'une épaisseur dpnjiée^ et f:optemi 
dans «M) tube capillaire, d'un rayon a jius^i donné f préalabloo9ie<it 
mouillé d'eau. On pourra faire u$age die cette formule ^ tant qu» 4 
aura une grandeur sensible , aussi petite que^ l'on vpudn; mw 
quand la couche d'eau qui recouvj^ i^ mwciire AUV^ fntièremçx^ 
disparu , sa dépression sera déterminée par la formule du n* 71^ 
qui devient 

* = -v + JC*'+|(-*-)'-l]- 

quand on y fait F = &H et H = gpa^. Pour s'en servir , la valeur 
précédente de a^b ne suffira donc pas; et il faudrait aussi con* 
naître la valeur de ^ , à moins que le diamètre du tube ne soit 
assez petit pour qu'on puisse réduire cette dernière formule à son 
premier terme. 

En faisant bouillir le mercure dans le tube qui le contient , on 
change cette quantité b, d'où dépend le degré de convexité du 
fluide, quand il n'est pas recouvert d'une couche d'eau. Casbois a 
fait voir qu'après une ébuUition suffisamment prolongée , cette con- 
vexité diminue et se change même en une concavité, et, par suite, 
la dépression en ascension. Pour expliquer ce changement remar- 
quable, on supposait que l'épaisseur de la couche d'eau adjacente 
au tube , ayant été diminuée par l'ébuUition , la matière du tube 
pouvait agir directement sur les molécules du mercure , et qu'elle 
exerçait sur elles une attraction plus grande que celle de l'eau. Or, 
cela exigerait que la couche d'eau interposée entre la paroi du tube 
et le mercure eût entièrement disparu; car, pour peu que son 
épaisseur ne fut pas insensible , elle suffirait pour rendre impos- 
sible l'action mutuelle du mercure et du tube. L'épaisseur de la 
couche d'eau étant devenue insensible , on conçoit que la quantité b 
pourrait varier , à mesure que cette épaisseur diminuerait encore de 
plus en plus; mais une pareille réduction de la couche d'eau est 
inadmissible ; et M. Dulong a donné l'explication véritable du chan- 

19.. 
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gement de figare da mercure à la suite de rébuUition. Il a montré 
que, dans cette opération^ on oxide une couche de mercure^ en con- 
tact avec l'air, et que cette petite couche, mêlée ensuite à la masse 
entière du liquide, suffît pour en changer les propriétés; en sorte 
que la couche d'eau adjacente au tube, qui a pu conserver une petite 
épaisseur quelconque , exerce sur le mercure , en partie oxidé , une 
attraction plus forte que celle qui ayait lieu auparavant, dont l'in- 
tensité dépendra de la proportion de l'oxide formé, et, par consé- 
quent, de la durée de l'ébuUition. 
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CHAPITRE V. 

Pression des liquides ^ modifiée pttr Faction capillaire. 

(76). La même force qui produit l'élévation ou rabaissement d'un 
liquide près de la paroi du tube ou du vase qui le contient, ou , gé- 
néralement , près du corps contre lequel il s'appuie , influe aussi sur 
la pression qu'il exerce sur ce corps dans son état d'équilibre. Cette 
modification de la pression hydrostatique est une partie essentielle de 
la théorie de l'action capillaire ; différens phénomènes en dépendent , 
comme on le verra dans la suite ; et la solution du problème ne sera 
complète qu'autant qu'on aura déterminé la pression d'un liquide sur 
un solide , soit aux extrémités du liquide , soit en d'autres, points 
quelconques. Nous allons nous occuper spécialement de cette détei^ 
mination. 

Appelons M un point du liquide , situé à une distance de sa surface 
et d'un corps solide , qui soit insensible, mais plus grande que le 
rayon d'activité moléculaire. De ce point , abaissons sur la surface de 
ce corps une perpendiculaire qui la rencontre en un autre point M' • 
et par le même point M faisons passer une seconde surface qui coupe 
à angle droit toutes les normales à la première. Les pressions exercées 
directement par le reste du liquide , sur la couche d'une épaisseur in- 
sensible, comprise entre les deux surfaces, seront transmises au sa» 
lide par l'intermédiaire de cette couche. Si le corps est retenu par des 
points fixes , les efforts que ses appuis auront à supporter seront les 
résultantes de toutes ces pressions, en supposant, sans erreur sen* 
sible, chaque pression transportée du point JVI au point M^; s'il est 
entièrement libre, son poids devra faire équilibre à ces mêmes ré- 
sultantes, en négligeant, aussi sans erreur appréciable, le poids de 
la couche liquide adjacente à sa surface ; et, cela étant, dans le calcul 
des pressions totales que le corps éprouve, on rapporte à chaque 
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point M de la surface^ la pression qui a réellement lieu au point M' de 
celle de la couche liquide. 

D'après ce qu'on a vu dans le n*" 2^, la pression rapportée k l'unité 
de surface et relative au point M, auquel on substitue le point M^ est 
la résultante d'une force N normale et dirigée de dehors en dedans 
du corps y et de deux forces tangentielles T et T', dont les valeurs 
sont 

pi étant la pfession sar ou pka p&ssaût pur le point M , lajquelle est 
indiépendatite ds 6a direction ; q désignant une quantité qui tie 4»- 
pend que de la matière du liquide «a point M ; X et A' refirésen- 
tent les rayons de 0Qrurbui« principaux de la suiface qu'on a fait 
passer par le point M, ou, sans erreur sensible, ceux de la s«nr- 
face même du <swpÈ an point M', q«e l'on regardera comme posi** 
tifs ^n comme mégatift , selon que ies lignes de eonrbure tournent 
leur jooncavit^ en^dedans du corps ou eia •^dehors; et, enfin, les 
axes des x et des / étant respectivement parallèles anx forces tan«- 
genâeiles T et T. 

Si le liquide est homogène et partout à la même température, 
k quantité q sera constii>nte, comme sa densité, et la pression se ré- 
duira À la fonce normale N. La fiesanteur étant la seule ^rce don* 
née qui agisse sur le liquide , le premier terme de N aura pour 
exfirefiBÎon ... 

z étant l'ordonnée du point M , verticale et dirigée en sens con- 
traire de la gravité ; g cette Force , p la densité du liquide ^ et c 
une Constante arbitraire. Quanâ une partie de la surface libre du 
liquide sera plane et. horizontale, on aura c = n, en comptant les 
z k |)a'rtir de Ce plan, et désignant par II la pression atmosphérique. 
Quand aucune partie de la surface libre ne sera un plan , la cons- 
tante c ne sera plus égale a la pression II appliquée à cette' sur- 
Tace, et Ton devra recourir à d'autres moyens pour la déterminer! 
t>ans le premier cas, jà la hauteur du point M au-dessus de la par- 

}ie plane du liquide surpassa — FI, 1^ quantité p sera n4g«tive,à qç 
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point. Celar arrivera I jMir exemple , dans l'îiitérietir d'un tubc^ excesst^ 
Tement étroit oà le li<^de s'élève k une très grande* hauteur au-dessus 
de son niveau extérieur, ou bien, sans que son diamètre soit extrèitae^ 
ment petit , lorsque le liquide sera placé dans un air très raréfié. Dans 
sa partie si^rieure , le tube sera alors tiré de dehors en dedans , au 
Heu d'être poussé de dedans en dehors ; et il devra résister k cette 
forée par l'attraction qu'il exerce sur les molécules du liquide, dimi- 
nnée de la répulsion calorifique. On voit aussi , par cette remarque , 
que la somme Z , que représente p , peut nen-seuleilient changer 
de grandeur dans un très grand rapport, pour de très petites dfffé-* 
rences de condensations du liquide (n® i3), mais qu'elle peut aussi 
changer de signe; en sorte que poiir des valeurs très peu difTé- 
rentes de l'intervalle moyen des molécules,, qui a lieu en haut et 
en bas du liquide , la répulsion calorifique soit prépondérante dans 
la partie inférieure du liquide, et Fattraction de la matière pondé- 
rable , dans la partie supérieure. 

Le terme p de la valeur de N est la partie principale de la pres- 
sion du liquide, et la seule à laquelle on ait égard, en général, 
La seconde partie est, en effet, très petite, et ne pourra devenir 
considérable que dans le cas d'un corps d'une très petite dirùeiv- 
sion et d'une très grande courbure. A la même profondeur, au-des« 
sous du niveau du liquide , une sphère solide éprouvera , eu vertu 
de ce second terme de N, une augmentation de pression d'autant 
plus grande que son diamètre sera plus petit. Toutes choses d'ail* 
leurs égales, il faudra qu'elle soit susceptible d'une plus grande ré- 
sistance, pour n'être pas brisée; et son diamètre subira, par la com- 
pression, une plus grande diminution que celui d'une autre sphère 
d'un plus grand rayon. Le coefficient q , dont dépend cet excès de 

pression intérieure, n'est pas exactement le coefficient - H , qui est 

déterminé par l'ascension ou la dépression du liquide dans un tube 
capillaire; ils diffèrent l'un de l'autre par une quantité 9. relative 
à la couche superficielle du liquide. Si l'on néglige 9, par rap- 
port & q, qui parait devoir 4^re la partie principale de - H , il en 
résultera que dans l'eau , l'excès de pression dont il s'agit, en chaque 
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point d une 1 sphère y d!aQ rayon égal à un millième de . millimètre , 
équivaudra à un enfoncement de i5 mètres à peu près dans le même 
liquide. 

Maisnous allons démontrer que^ quelle que soit la nature du liquide, 
et la fonxiie d'un corps solide qui y est entièrement plongé, la seconde 
partie de la force N et les forces T et T^, appliquées k tous les points 
de la surface de ce corps , se détruisent sans le secours d'aucune anti;e. 
force, et ne peuvent lui faire prendre . aucun mouvement de trans- 
lation ou de rotation. * 

(77). £n faisant pour abréger^ 



v 






et désignant par V la seconde partie de N, on aura 

, i dz . \ dz 

Vv dx . V dr , V 

quelle que soit la direction des axes des coordonnées x/jr, z: on regar- 
dera , dans cette formule , u comme une quantité positive ou néga- 
tive > selon que la normale menée par le point M^ à la surface du 
corps et dans son intérieur , fera un angle aigu ou obtus j avec une 
droite menée par le même point suivant la direction des z positives. 
Désignons par n , yi', Çt l^s coordonnées d'un autre point m de cette 
surface, rapportées au point M' comme origine , et aux directions des 
forces T, T' j appelons q', ce que q devient en ce point m: il est 
évident que les dernières équations (i) seront la même chose que 

m _ ^^ m/ dq' 

* ~ AT' *""*?■• 
pourvu que l'on fasse n^ss^o et n'rsso après les différentiations , ce 

qui rendra nulles l'ordonnée Ç et ses différences partielles j^ ^^ fr- Les 

coordonnées de m, rapportées aux axes quelconques des x, jr, z, 

seront 

jc + a»i -|- i)f' -f- cÇ, 

r + «'>» -4- *'^' + c'Ç, 
z J^d'yi J^b%' ^c'tii 
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i^, b, etc. y étant les cosmos des angles compris entre les axes des 
^9 ^^ Çf ^ cenx des x^^y^z^ lesquels cosinus sont liés entre eux par 
des équations connues, qu'il est inutile d'écrire. On pourra considérer 
([ comme une fonction de ces trois nouvelles coordonnées ; et alors 
on aura . 

f=(È)''+($)^+(S)'^. 
S'=(l)*+(J)^+(S)*'. 

• 

pour les valeurs particulières )f = o et »' = o. 

Les parenthèses dont sont enveloppées les différences partielles de 9, 
indiquent qu'elles doivent être prises en regardant les trois variables 
XfjTf Zy comme indépendantes; mais nous pouvons aussi consi- 
dérer z comme une fonction de x et jr^ donnée par l'équation de la 
surface du corps ; et sous ce point de vue , nous aurons 

D'ailleurs , Taxe des z positives étant la normale à la surface du 
corps 9 menée dans son intérieur par le point M' dont les coordon- 
nées sont Xf jr, z, etc, c\ d'^ désignant les cosinus des angles que 
fait cet axe avec ceux des x^ jr^ z, il s'ensuit qu'on aura 

^^^ I dz v-_ ' ^* iV/_ ' ' 
1^ or ' V djr V 

en donnant à (^ le même signe que dans l'expression de Y. On a, en 
outre 

il en résultera donc 

u dz . M dx wji mdz.wtdz 

ce qui fera disparaître T ^ J dans les valeurs de ^^ et -p, ou de T et 
T, et les réduira à 

âO 



I 
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D« cette màrtière, les forces normak et toagentielles V, T, T', sont 
exprima «n fonotkms de ooopdonnA» quelconques a:, 7, z; il faut ^ 
de plus, lés tfaosfortner en d'autres forces, dont les directions soient 
aussi quelconques et invariables. 

Supposons, pour cela, qu'on ait d'abord pris la résultante de V, 
T, T, et qu'on la décompose ensuite suivant les ax«B de» x , j , ». 
Soient X, Y, Z, ses trois nouvelles composantes ; nous aurons 

X. = «T 4. *T'-t-cV, 
Y = ii'T+6'T'4- cT, 
Z sa «"T -I- b"T'-+' c^. 

Je substitue , dans ces formules, les valeurs de T et T données par 
les équations (3), et celles de c, c\ c"; j'observe que l'on a 

a» H- i* rs I — c* =î ^ (1 + ^), 

i dz dz 

aa^+bb'sa — ce ==— ^r^^» 



d'où il résulte 



„ i ( t^ dz^\ dg ^^^ J_ dz dz dq i dz y 

^ ~ "7 V "*" "^Z ^ v^ dx djr dj s^ dx * 

-- i f i^ dt^ \dq i dz dz dq i db y 

^ — 7? V ^V ^ V dx dj^ dx V djr * 



v^ dx dx*^ v^ djr djr 



et en y mettant pour V sa valeur donnée par l'équation (2) , ces for- 
mules pourront s'écrire ainsi : 
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I ' 1/ \ djr^) I ' i* S djr 



X= 1 _____ 

M dx ** 4r ' 

, I V\ ^x»/ I ' V dx dr \ (£i 

i' 4?^ V dx ' 

Z =: - *^ ^ 4. 1 <^ < r 

U s'agit donc de faire voir que si Ton applique ces trois foix:es à 
chacun des points M' de la surface d'un corps solide, de forme quel- 
conque, mais termina de toutes parts, elles se feront équilibre^ c'a^t*^ 
dire que la somme de toutes ces forces sera nulle, suivant chacun des 
trois axes de ^y^, 2, et la somme de leurs momens^ aussi nulle, au- 
tour de chacune de ces trois droites. 

» 

(78). Pour fixer les idées, je suppose que Taxe des z soit ver- 
tical et dirigé de bas en haut, et que le corps que l'on considère 
soit situé en entier au-dessus du plan des a: et y; je suppose, de 
plus, que chaque perpendiculaire à ce plan, et, généralement, une 
droite quelconque, tirée dans l'intérieur de ce corps, ne rencontre 
sa surface qu'en deux points ; et comme les formules (4) sont évi- 
demaient indépendantes du sigae de v, je prendrai ce radied avec 
le signe + dans toute Tétendue de cette surface. 

Cela posé, circonscrivons à cettK même surface un cylindre ver- 
tical qui la divise en deux parties , l'une inférieure et l'autre supé- 
rieure. Dans toute la première partie, la normale intérieure fera 
un angle aigu avec l'axe des %\ et puisque \f est une quantité po- 
sitive , on aura 

^ dz /^ -*^ ' ^*. ** m.m^ * . 

V dx* ""** sf dj-* "**" V ' 



les angles dont c . c' d', sont les cosinus répondaal; à oette aor- 
maie. Dans toute la partie supérieure, ce sera la normale exté- 
rieure qui fera un âîiglé aigu slvec Taxe des ^9 et, en appelant 
c, , c', , d\ f les cosinus des angles qui s y rapportent, on aura 
aussi, à cause de v positif, 

no.. 
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I «b # i dz , f, I 

Enfia, si Ton désigne par ds rélément différentiel de la surface du 
corps ^ et si Ton observe ({ue cet élément et sa projection horizontale 
dxdy doivent être des quantités positives, on aura 

ds = s^dxdy-y 

dans toute l'étendue de cette surface* 

Multiplions les équations (4) par ds ^ puis intégrons dans toute 
cette étendue : nous aurons^ 






dxdjr, 



la première intégrale doubb de chacune de ces expressions répondant 
à la surface inférieure du corps , et la seconde à sa partie supérieure. 
Ces intégrales. auront donc pour limite commune, la ligne de contact 
du corps et du cylindre vertical circonscrit , en sorte qu'elles doivent 
être étendues aux valeurs de x etjr^ relatives à tous les points de la 
base de ce cylindre sur le plan de ces coordonnées. 

Menons au contour de cette base deux tangentes parallèles à l'axe 
des 7". Leurs points de contact diviseront cette courbe en deux par- 
ties : et nous aurons 

; ff^da:djr=.(fqc'dx)-^[fqc'dx], 
ff±^dxdf= {fqc\dx)-[fqc^,dxy, 
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les intégrales comprises entre des parenthèses repondant à Tnne des 
deux parties , et celles qni sont renfermées entre des crochets appar- 
tenant à l'antre. Mais, pour tous les points de la courbe de contact 
du corps et du cylindre vertical , et , par conséquent , pour toutes 
les valeurs de x et ^ qui répondent à la projection horizontale de 
cette courbe , la quantité q est la même , soit qu'elle appartienne à 
la partie supérieure ou k la partie inférieure de la surface du corps ; 
de plus, la normale intérieure à Tune de ces deux parties est, en 
chacun des mêmes points, le prolongement de la normale extérieure 
à l'autre partie, ou, autrement dit, les angles qui ont c, iffd\ pour 
cosinus sont les supplémens de ceux dont les cosinus sont c, , c'„ à\ : 
dans les intégrales simples qui précèdent , on fera donc çc^s — qd^ ; 
d'où il résultera 

{fqddx)^{fqcf,dx) = o, {fqddx] +[fqc\da:] = o, 
et, par conséquent. 



//-^ '^r+ff^^ ^ 



On prouvera de même que l'on a 

et en ajoutant ces deux équations, on en conclura 

/Zds z=z o. 
Par un raisonnement semblable, qn trouve 

fXjds = o f pids = o. 

Ainsi , les sommes des composantes des forces que nous considérons 
sont nulles suivant les trois axes des x , jr, z. 
Les équations (4) donnent 

Y, _ Zr = ■ iÇOlÉrli 1 "-^-sd-^^) 

^9 dj ^ V dx * 



( 
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Xj^Yx 



_, I r'/ dz'\ . A <fe "1 



et| comme lé)» aeconds aiembras dé ces jboiivdles ëquaiîoiiiB ont U 
méipe farina que oeux de^ équations (4)^ on ed condum , par une 
«^^)y^Q 8«nihlaUe. k la précédente , 

les iptégrale& s'étwdanrt à la surface entière du corp^* [,ie6 sommes des 
momens des forces X, Y^ Z, par rapport aux axes des x, jr^ z, sont 
donc aussi nulles; par conséquent^ ces forcer appliquées à tous les 
points de Ja surfabe au corps se détruisent tnuttiellement ; ce qull 
s'agissait de démontrer. 

Quoique nous ayons supposé^ pour plus de sin^plicité^ que la sur- 
face du corps n'était rencontrée qu^en deuit points par chaque droite 
tirée dans son intérieur, il est aisé de voir, cependant, que la dé- 
monstration précédente aura encore lieu dans le cas d'un nombre 
quelconque d'intersections , lequel nombre sera toujours pair, à cause 
que le corps est terminé de toutes parts. U faudra alors la diviser en 
plus de deux parties eoatigues, et étendre les intégrales a chacune 
de ces parties séparément. Mais la . cMmonstration et la proposition 
elle-même exigent que la surface du corps ne présente aucune 
arête vive, c'est-à-dire àUcUtie ligne pour laquelle les plans tan- 
gens aux deux parties adjacentes de la surface , comprennent un 
angle fini. Quand il en existe, les forces X, Y, Z, appliquées à W 
surface entière du corps, ne se font plus équilibre; et d'ailleurs on 
ne doit pas perdre de vue que, près d'une arête vive^ la résultante 
des forces N, T, T', déterminées par l'anal jse du n"" ^5, n'exprime 
plus la véritable pté^iô^ du liquide, dont hi grandeur et la direction 
doivent alors ét^0 déduites de considérations particulières* 

(79). Si l'op demande U pression ei^ercée par les forces X, 
Y, Z, sut* ufte portion seuldmetH dé la surfece du corps plonge 
dans le liquide >' les inlégnales fUdsy f\ds^ f2idsy ae seront plus 
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Halles, et Ton en pourra détemnaer les valeurs ^e k. manîèare 
suivante. 

Supposons que cette' pprtion de surface appartienne k la partie in-" 
ferienre da corps, k laquelle répondent les cosili^us c, c\ (/' ; il faudra 
supprimer, dans Texpréssion de chacune de ces trois intégrales, la 
partie qui renferme les antres cosinus c^ , c\ , c\ f et en -cooeidërant 
la troisième intégrale , on aura alors 

Faisons passer par le contour de la portion de surface que l'on consi-^ 
dère, une surface cylindrique parallèle à l'axe des z. Par uU point 
quelconque de ce contour, menons, dans l'intérieur du cylindre et 
dans Tintérieur du corps, des normales à leurs surfaces.. Soient -y , 
y', y'^, les cosinus des angles que fait la normale à la surface cylin^ 
drique, avec les axes des x, j", z; et ceux des angles qui répondent à 
l'autre normale étant c, e% d\ si l'on désigne par i l'angle compris 
entre ces deux droites, on aura 

cos « 2» cj^ •+■ ^y + ^y • 

* * * * « 

Les intégrales relatives k x ^\ y s'étendront à tous les points de la 

base du cylindre sur le plan de ces coordonnées ;. or , chacune de ces 

intégrales doubles se réduira, comme dans le n"" 35, à une intégrale 

simple , étendue au contour entier de cette base ; et si nous appelons 

ds Télénient du contour de la portion de surface dont cette base est 

la projection y et «T l'angle aigu que fait cet élément avec le plan des 

jrr et ^ , de sorte que cos S'à/r soit l'élément du contour de la base, 

nous aurons 

yy*^ dxdr^-^fqcy cos ^da, ff^-^djrda::^^fqc'y'cosMfi 

donc, k cause de y sr o > tl en résultera 

fZàis ;=/g côs 1 cos J'ckr ; 

l'intégrale s'étendant au contour entier de la portion de surface que 
l'on considère. . ^ ^ 

Lorsque cette portion de surface appartiendra k la partie supérieure 
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du corps y on prendra pour i l'angle compris entre la normale ex- 
téneure du corps et la normale intérieure du cylindre ; quand elle 
appartiendra à la partie supérieure et à la partie inférieure, on cal-* 
culera la valeur de fZds séparément pour chacune de ces deux 
parties. L'angle i sera aigu dans Tune et obtus dans l'autre; et il 
se comptera toujours à partir de la normale intérieure du cjlindre 
parallèle à l'axe des z. On obtiendra de même les yaleu» de f\ds 
et fids. 

Si le liquide est homogène, le coefficient q sera constant et sor- 
tira en-dehors des signes f. En supposant la portion de surface ter- 
minée par une courbe plane et parallèle au plan des or et j^, on 
aura cos cT = i ; et si, en oulpre, le corps est un solide de révo- 
lution dont l'axe soit parallèle à celui des z , cette courbe sera cii>- 
culaire, et l'angle i constant dans toute sa longueur; en appelant 
donc r son rayon, on aura 

fltds = a'Strq cos L 

Pour le même contour, Fangle i se rapportera à la normale inté- 
rieure ou à la normale extérieure du corps , selon qu'il s'agira de la 
portion de surface inférieure ou supérieure à cette courbe. Les deux 
autres intégrales seront évidemmeht nulles. 

(80). Puisque les forces X, Y, Z, appliquées à tous les points de la 
surface d'un corps termiué de toutes parts, se détruisent complète- 
ment, il s'ensuit que quand ce corps est plongé en entier dans un li- 
quide , la pression totale qu'il éprouve est uniquement due à la partie 
p de la force normale N. Or, on sait que les composantes horizon- 
tales de cette force p se détruisent, et que les sommes de ses com- 
posantes verticales se réduisent toujours à une force égale et direc- 
tement contraire au poids du volume de liquide , déplacé par le 
corps ; la diminution du poids du corps entièrement immergé sera 
donc égale au poids de ce volume de liquide, conformément an 
principe ordinaire de l'Hydrostatique. Mais il n'en sera plus de même 
dans le cas d'un corps flottant à la surface d'un liquide : l'action ca- 
pillaire pourra donner lieu à une difierence dans les pressions ho- 
rizontales, d'où il résultera un mouvement du corps parallèlement 
9 la surface du liquide; et, dans tous tes cas, cette action influera 
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sur la perte de poids éprouvée par le corps non entièrement im- 
mei^é. 

Supposons d'abord que le corps soit un solide de révolution , qui 
ait son axe vertical et sa surface de même nature dans toute son éten- 
due , afin que les forces horizontales se détruisent , et qu'il suffise de 
considérer les forces verticales. Soit CB (fig. 17) Taxe du corps, 
CABA' une section de sa surface par un plan passant par cette droite, 
AOD et A'O'D' les sections de la surface du liquide par le même plan. 
Les points A et A' où elles rencontrent la surface du corps seront 
dans une même droite horizontale, au-dessus ou aunlessous du ni- 
veau naturel du liquide , selon que ces courbes tourneront leur con- 
cavité par en haut ou par en bas. Je représenterai par 2r la distance 
AA^ de sorte que r soit le rayon du corps à l'endroit où le liquide 
s'arrête. Soit M un point du liquide situé à des distances insensibles 
de sa surface et de celle du corps, qu'on supposera, cependant, plus 
grandes que le rayon d'activité moléculaire. Par le point M , faisons 
passer une surface qui coupe à angle droit toutes les normales à la 
surface du corps, et dont la section par le plan de la figure soit la 
courbe OGO' terminée en et 0' à la surface du liquide. Tirons la 
droite horizontale MHM' qui coupe cette courbe en M et M', et l'axe 
du corps au point H. Par les points M et M', faisons passer une sur^- 
facc qui coupe à angle droit toutes les normales à celle du liquide, 
et dont les sections soient FME et F'M'E', qui rencontrent en F et F' 
la surface du corps. Menons par les mêmes points des perpendicu- 
laires MK et M'K' à cette surface , MN et M'N' à celle du liquide. 
Nous aurons 

KMN=K'M'N'=«, 

KMH = K'M'H = i ; 

cê étant l'angle relatif à la matière du liquide et à la surface du 
corps , donné par l'expérience , et obtus ou aigu , selon que le li- 
quide s'élève ou s'abaisse ; et i désignant le même angle que dans 
le numéro précédent. 

J'appellerai F la couche liquide adjacente à ^la surfeice du corps , 
et dont la section se termine , d'autre part , k la courbe MGM% 
aux normales MN et M'N', et aux portions de.coorbes AN et A'N^ 

21 
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Je nommeFai L le reste du liquide , et je rais calculer laction ver- 
ticale de L sur la couche T, k laquelle j'ai donué la forme néces- 
saire pour que cette force puisse s'expi^imer au raoyen de quantités 
qui seront données dans chaque cas. 

Pour abréger^ j'indiquerai chaque partie de L ou de F ^ ou > gé- 
néralement^ chaque partie du liquide par la partie de la figure à 
laquelle elle répond. Gela étant , l'action de DOGO'D' sur KMGAfK' 
n'est autre chose que la force M du n** 76 , décomposée verticalement 
et appliquée k tous les éléraens de la partie de sur&ce de F qui ré-* 
pond à la courbe MGM'; je la représenterai par P^ en la supposant 
dirigée en sens contraire de la pesanteur* Je désignerai , suivant cette 
direction y par Q l'action du même, liquide sur la partie de F qui ré- 
pond à FMK ou F'M^K'^ et par R celle qui serait exercée par la partie 
de F correspondante à OMN ou O'M'N', sur sa partie FMGM'F'. Il est 
évident que pour avoir l'action de L sur cette dernière partie de F, il 
faudra retrancher R de P + Q. L'action de L sur le surplus de F^ 
cest-à-dire sur la partie correspondante à NMFA ou ^^MF'A', se 
composera de l'action de EMGMT'^ que je représenterai parS^ et 
de l'action de la couche superficielle ou correspondante à DNME 
ou DTI^'Ë' I que je désignerai par T ; l'une et l'autre dirigées 
en sens contraire de la pesanteur. L'action totale de L sur F sera 
donc 

P4.Q-.R4.S + T; 

et il s'agira de calculer successivement les cinq parties dont elle se 
compose. 

(8i). Si l'on appelle t la distance d'un point quelconque de la 
courbe MGM' à l'axe GC, la projection horizontale d'une zone in- 
finiment petite ^e la surface engendrée par cette courbe, sera 27rtdt, 
et la composante verticale de la force normale N, appliquée à 
toute cette zone^ aura pour valeur ^'PFÎUtdt ; par conséquent, on 
aura 

P= 27rrîitdt, 

en prenant r pour la valeur de HM , ce qu'on peut faire sans er-** 
reiir jken^ible. La* partie de ^ quÀ ipépond au second terme de N est 
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l'intégrale fZds^ dont la valear sera njrrq cos if d'après \% «^ 79. 
En mettant pour le premier terme /i de N , sa valeur c — pgz , on 
aura donc 

P =r TTcr* — 37rg-p r ztdt + à'TCrq cos /. 

J'appellerai Y la partie du volume du corps qui est située au-dessous 
du plan des x etjr^ et qui répond » cowéquemmcnt, aux valeurs né- 
gatives de z ; je désignerai par v la partie de son volume comprise 
entre ce plan et la section horizontale du corps, à laquelle le liquide 
s'arrête et que Ton peut, sans erreur sensible, faire passer par les points 
M et M', au lieu de A et A'. Soit aussi k la distance de cette section 
au plan des a: et jr; en regardant A: et (^ comme des quantités po- 
sitives ou négatives, selon que les points A et A' seront au-dessus 
ou au-dessous de ce plan , nous aurons 



27r r ztdt = wjt/* — <^ — V. 



Si le liquide s'étend indéfiniment autour du corps , sa sur&ce sera 
sensiblement plane à une certaine distance ; en prenant ce plan pour 
celui des x et ^, Y sera le volume du corps situé au-dessous du ni- 
veau naturel du liquide , et Y + v le volume de ce corps , en con- 
tact avec le liquide. Dans ce même cas on aura c:=: fl ; mais, pour 
plus de généralité , je ferai 

czi^n +gpb; 

b étant une constante qui sera nulle dans le cas d'un liquide indé- 
fini , et dont la valeur dé|)endra du volume du liquide ,. quand il 
aura une grandeur donnée. De cette manière, on aura 

P r= vrf^ïl + Tfgf {h — Ar) r* -f- gp ((^ + V) 4- ^^rq cosi. 

Si l'on décompose en élémens infiniment petits, la partie de F 
qui répond à NM FA , l'action de la couche superficielle DNME sur 
un élément dont l'épaisseur est € , sera la force Ué. du n"* 41 » perpen- 
diculaire à MN et dirigée de dehors en dedans de l'élémenj^ ; on aura 
donc la partie de T qui répond à cet élément, en multipliant Ué 
par le sinus de Tangie qoe fait la droite MN avec 'la verticale mienSto 

m.. 
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de bas en haut par le point M , lequel angle est égal à HlfN^ moins 

un angle droit ^ ou à / -|- â# ^; et comme on a trouvé U= — y, , 

cette partie de T sera q^ cos (/ + » ) ; or , cette force étant la même 
pour tous les élémeus , on en conclura la valeur totale de T, en j- 
remplaçant e par la circonférence a'Prr; ce qui donne 

T = 2^rq^ cos (i •+• «). 

Chacune des forces Q^ R^ S, se déduira de même de la force Ze 
du n"" 4'J f 6Q déterminant convenablement les angles a, b^ a', V, et 
remplaçant £ par 27rr. Soit, pour cela (fîg. i8), IMl' une verticale , 
HM une horizontale, MK et MN des droites qui fassent les angles 
/ et /+û> avec MH, OMG et FME des droites perpendiciilaires à MK et 
MN. On prendra la droite IMfpour Faxe DCE de la figure 12 , à 
partir duquel les angles a, by a\ Vy sont comptés; et la force Z€ 
sera dirigée suivant ML Pour en déduire Q, il faudra faire coïncider 
les lignes CÂ, CB, CA^, CB", de la fîg. 1:2, avec les. droites MG, MO, 
MK, MF, de la fig. 18; cela étant, on aura 

a = GMr=: — £, ô = 0Mr = 7r — /, 

a' = KMI= — i^+î, Ô' = FMI = — 7r+iH-a>; 

et d'après Tune des formules (4) ou (5) du n® 44 * ^^ ^" conclura 

Q == 4w9r sin i cot t». 

Relativement à la foix:e R, on fera coïncider les lignes CA, CB, CA'^ 
CB', de la fîg. 12, avec les lignes MN, MO, MG, MF, de la fîg. 18; 
on prendra doue 

a = NMI'=-7r — / — û), 6 = OMI' =?. tt — i, 

a'=GMI = — TT+i, è' = FMI = — TT+f+û,; 
et il en résultera 

R = vfrqr [sin 1 tang A v — i » j — sin {i + .v) ( i — tang i a>)]. 

te 

Enfin, à Tégard de la force S, oh fei*a coïncider les lignes GA, GB, 
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CA', CB', de la fig. 12, avec les lignes MG, ME, MF, MN, de la 
fig. 18; ce qui exigera que Too prenne 

a =GMr=— î, i = EMr = 9r — i— «, 
a'z=FMI=— 7r + î + «, 6'=NMI= i + â> — i^r; 

et d'où l'on conclura 
S = 27Fqr [sîn i tang (jTT — - cùj — sin 1 col - cù — sin (i +û>)]. 

Au moyen de ces valeurs de Q^ R, S, on aura 
Q — R + S=E a^qr [a sîn icota — sin (i^ai) tang- ai— sin 1 cot - â» ] ; 
équation que l'on peut écrire ainsi : 

Q — R + S + ^^^^ cos i = 27rqr cos (i + cû). 

Donc, d après les valeurs de P et T , la pression totale exercée sur le 
corps flottant y en sens contraire de la pesanteur, aura pour expres- 
sion 

7rr*n -f- ^gpbr* + gpV — gp [^ât* — v — ^ra* cos (i -f- a>)] , 
en faisant, comme dans le chapitre précédent , 

On se rappellera que a» a la même signification que dans ce cha- 
pitre , et que i + cù est l'angle compris entre le rayon du corps dont 
la longueur est r, et la normale extérieure du liquide , menée par 
l'extrémité de ce rayon , lequel répond à la section du corps où le li- 
quide s'arrête. 

(82). A ce résultat , il faut joindre l'équation relative au volume 
du liquide que Ton formera de la manière suivante. ' "' 

L'équation différentielle de sa surface peut s'écrire sous la forme 



dz 

di a 






'^f[Z^b)tdt^d^ 
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h étant tonjouffs la tonstankle c(u\ provient de la .valenr de p^ c' dé- 
signant une autre constante arbitraire y et le radical étant jpositif ou 
négatif y selon que la normale extérieure fait un angle aigu ou 
obtus avec Taxé des z positives. Pour / = r ou z = A: , on aura 



ï = v/^+§^^^^(*"+^)- 



Pour z := o ^ on aura de même 



dz / , Jz' 

» étant i'angle -que fait la «ormale exlérietire du ii«|aide , au point 
où la génératrice de sa surface coupe le plan des x et y^ avec le rayon t 
du même point, que je représenterai par /. On a d'ailleurs 

nfztdt = zt^—ft^dz; 

si donc on fait successivement . « =o et ^ = /, js =A e? f tt r 
dans l'équation de la surface , et qu'on retranche les résultats l'ua 
de l'autre , il en résultera 



/• 



cos (r + 0») - r cos >, = - _ -J^ t^dz --(/-— /•). 



Or , si l'on désigne par U le volume du liquide situé au-dessus du 
plan des x et jr^ c'est-à-dire au-dessus ou au-dessous , selon que U 
sera positif ou négatif, et si l'on observe que s^ est le volume du 
corps compris entre ce plan et la section horizontale où le liquide 
s'arrête , on aura 

et par conséquent 

D==7rA:r»--i;--^&(r»---r'»J--9ra»[rcos(i + ûiJ — r'cosw]- (5) 

Si, parexeinplè, ïe liquide est compris entre deux plans horizon- 
taux qui terminent des corps quelconques , et que l'on prenne le 

plan inférieur pour celui des oret^, on auraisr i tt, « = - ^ a>' 

en désignant par cù' l'angle donné que fait la normale extérieure du 
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liquide à soa exlrémile in£enfai«e> avee * la verticale luenée danîs 
rintérieur du corp& sar lequel il s'appuie. Dans* ce même cas , la 
quantité v sera nulle ; il en résukera donc 

• U = 9rAr» ^wb(r^ — V ') ^yrca* (r sia ùù — r' sin «'). (6) 

Le volume Y sera aussi nul , et la pression exercée de bas en haut 
sur le plan supérieur, aura pour valeur 

Trr'n + ^gpfcr* — ^gpr {kr 4- <<' sia m). 

Elle devra faire équilibre au poids du corps que termine ce plan , 
augmenté de la composante verticale de la pression atmosphérique, 
qui agit directement sur toute la partie de la surface non en con- 
tact avec le liquide , et fait déjà équilibre à la partie ^rTI de la 
pression inférieure. En appelant « le poids du coi^s, nous aurons 
donc 

ior = TTgpbr* — '^gpf' (kr + a* siri «). (7) 

Ces écpiations (6) et (7) serviront à déterminer la constante b, et 
l'épaisseur .k du liquide , d'après son volume U et la charge <ar qu'il 
sopporte» 

(85). Lorsque le liquide s'étend indéfiniment, et qu\)n prend le 
plan de son niveau naturel , pour celui des ^ et ^ , on a 6 = o , 
l'angle y\ est droit , l'équation (5) se réduit à 

U = "TCkr* — i^ — "TCa^r cos (/ + û>) , 

et U est le volume du liquide soulevé ou abaissé par l'action capil- 
laire autour du corps flottant* D'après cette valeur de U, la pression 
que ce corps éprouve en sens contraire de la pesanteur est la même 
chose que 

par conséquent., l'efiett-de Jaciioa oapillaind est de dimimier on 
d'augmenter la pression douit il .s'agit d'une quantité <^Ie au poids 
du liquide soulevé ou abaifisé« 

Pour que le corps demeure ea. équilibre, il faudra que cette force 
soit égale à son poids augmenté de la composante verticale de la 
pression > atmoephéiique,* qtai s'exerce sur la partie êe sa surface si* 
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tuée hors du liquide, laquelle composante a ^rTI pour valeur. Eu 
appelant mr le poids du corps , pesé dans le vide, on aura donc 

^=gp(V-U). 

On parvient immédiatement à ce résultat en considérant un large canal 
composé d'une partie courbe et de deux branches verticales^ et dont 
la section normale soit constante dans toute sa longueur. Si Ton 
suppose que l'uue des deux branches comprenne toute la partie 
(le la surface du liquide qui n'est pas sensiblement horiscoutale , et 
qu'on appelle ^i le poids du liquide contenu dans Tautre branche, 
au-dessus d^un plan horizontal choisi arbitrairement, il est évident 
que le poids du liquide renfermé dans la première branche , au- 
dessus du même plan, se composera de fj^ augmenté de gpU et di- 
minué de gpVj ce poids /tA+ gpU — g^y ajouté au poids du corps, 
devra faire équilibre à fx. On aura donc 

f* + ffpU — gp V H- flir == yw, ; 

ce qui donne l'équation précédente. Mais il était important de faire 
voir que les formules relatives aux actions moléculaires, qui nous 
ont servi à trouver les équations de la surface capillaire et de son 
contour, peuvent aussi conduire directement aux conditions d'équi- 
libre d'un corps solide en contact avec un liquide, et, généralement, 
aux valeurs des pressions modifiées par l'action capillaire. 

Si le coi^ flottant est attaché au plateau d'une balance , et qu'on 
ait mis dans l'autre plateau un poids «o* -f- A , il faudra, pour l'équi- 
Ijfbre de ce système , que nous ayons 

A = gp(U-V), 

ou bien , en remettant pour U sa valeur, 

ÙLSssgp [prkr* — 1^ — ^a^rcos (£ + û>) — V]. 

Si le corps est un cylindre ou un disque circulaire^ et que le liquide. 
se termine à sa base inférieure ou à la circonférence de cette base ho- 
rizontale , on aura (^ = o , Y = o , et simplement 

A = 'TTgpr [kr — a* cos (i -(- e»)]. (8) 
Quand 1^ ligne çu le liquide s'anréte sera tracée sur la base , l'angle i 
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sfifra dvoit ; il en lésidtov» 

A = TTgpr (kr + «* sin «) ; 

et k nijpOD r pourra yarier sur octtQ base, en méine temp» cfve A 
et A:* Maïs, loisijue le contour du liqwde sera tracé sur Tarèle qù 
terannala base du disque, ou un tant soit peu au^^essus, Tangle i, 
c'est-a-dire l'incfinaison de la normale à la surface de cette aràte , 

pourra prendre toutes les valeurs, depuiis f = o jusqu'à f = -^; 

par conséquent , A et A: pourront varier savs que r change de valeur 
etcttsse d'élre égal au rayon du disque. L'éqiaaCioa (8) nous servirai, 
dans le chapitre suivant , à résoudre une dea questions las plus inté-^ 
ressantes de la théorie de l'action capillaire. 

(84)« Pour déterminer l'effet de la capillarité sur les pressions 
horizontales, je supposerai que le corps flottant soit compris entre 
deux plans verticaux el parallèles , d'une très grande largeur, afin 
qu'on puisse négliger , sans erreur sensible r 1^ partie de la pression 
qui a lieu près de leurs extrémités, relativement à La pression totale , 
et considérer la hauteur du liquide et la pression conunjg. constantes 
dans toute la largeur de chaque plan. Le corps sera terminé, en haut 
et en bas, par des surfaces quelconques; on supposera la surface in- 
£érieure entièrement immergée,, et la surface supérieure entière- 
oien.t en-debora du liquide. La figure 19 représente une section de 
ce corps , verticale et perpendiculaire à ses deux faces latérales. Les 
lignes ÂD et AID' sont les sections de la sur£su:e du liquida, de part et 
d'autre du corps^ qui coupent ses 4j^ux £aces aur points A et A'. 
Ces courbes sont différentes, et A et A' n'appartiennent pas a une 
même droite horizontale. Selon que chacun de cea points est au-dessus 
ou au-dessous du niveau du liquide, la courbe correspondante tour- 
nera sa concavité par en haut ou par en bas. La droite LL' est l'inter** 
section du plan de la figure: et d'un plan horizontal, que je prendrai 
pour celui des ûc etjf, et que je supposerai à une distance h au-des- 
sous, du niveauL dui liquide. EUe coa^ les deux Êu:es du liquide aux 
pointa G et C',, situés au-dessus de la partie courbe du corps et. au-de»^ 
so^s de A et A^ Je ferai 

'AC«A+it, A'€'=AH-A^; 

22 
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k et k, étant des quantités positives on négatives^ selon qae A et A' 
sont au-dessus ou au-dessous du niveau du liquide. 

Cela posé y les pressions horizontales se détruiront sur la partie 
du corps située au-dessous du plan des a: et ^; celles qui provien- 
nent de la pression atmosphérique se détruiront également sur le 
corps entier. Au-dessus des points C et C^ les rayons de courbure 
X et K' étant infinis « la pression normale N se réduira à sa partie 
p, dont on pourra représenter la valeur par 

/> = grp(A — a), 

abstraction faite de II. Les pressions horizontales qui proviennent de 
cette force p, et qui ont lieu sur les parties du corps correspon- 
dantes à CA et C'A', seront donc 

en désignant par l la largeur du corps , et la supposant la même 
pour les deux surfaces. Par conséquent , si Ton effectue les intégra- 
tions , et qu'on appelle J^ l'excès de pression dû à la force p , qui 
pousse le corps de gauche à droite , on aura 

Mais la quantité p n'est pas la pression du liquide dans toute sa hauteur; 
elle cesse de l'être à une distance de la surface moindre que le rayon 
d'activité moléculaire; et, quoique cela n'ait lieu que dans une 
épaisseur insensible , la pression exercée par la couche superficielle 
du liquide n'en est pas moins «me quantité sensible , qu'il n'est pas 
permis de négliger. 

(85). Soit donc M un poiut du liquide sifué à droite de la figure , 
à des distances de AC et AD, moindres que les rayons d'activité 
du tube et du liquide. Par ce point, menons une verticale OMG 
qui coupe AD au point , une perpendiculaire à cette courbe AD 
qui la rencontre au point N, une horizontale MH qui rencontre AC 
au point K , et une courbe FIVIE parallèle à AND. Nous aurons à 
déterminer les composantes horizontales des mêmes forces dont nous 
avons précédemment considéré (n? 80) les composantes verticales Q , 
R, S, T. Je les désignerai par Q'^ R', S', T'; la valeur de chacune de 
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ces quantités aara / pour facteur ; et , abstraction faite de ce facteur, 
T' sera la composante suivant MK de la "force U du n^ ^i p qui agit 
suivant MF, et dont la valeur est •— g. ; d'où l'on conclut 

T'= — ç,/smû>; 

m étant toujours Tangle donné KMN. Quant aux valeurs de Q', R% S', 
elles s*obtiendront , comme celles de Q, R , S, d'après les formules (4) 
et (5) du n* 44? seulement, au lieu de compter les angles a, b, a', b', 
à partir de la verticale IMI' (fîg^ 18), il faudra leur donner pour ori- 
gine l'horizontale MH ou son prolongement MH', et faire coïncider 
les droites IVfK et MH, ou supposer i = o. 

De cette manière, on obtiendra la valeur de Q\ en faisant 

a =GMH'=: — -^, * =:0MH'=-7r, 

a'sKMH = o, 6' = FMH = — iw' + e»; 

ce qui donne 

Q^ s= 2^1 cot û». 

Pour déterminer R', on fera 

a =NMH'=5^ — a, b =:0MH'=:i'7r, 

' a ' 

a'=sGMH = — i^r, &' = FMH = — i^-f-oi; 

a ' a ' 

d'où l'on conclut 

R' = g/[^tang Q ;»■ — i a») — (i — tang i «) C08 ct^. 

Relativement à S', on prendra 

a=GMH' = — i^r, * = EMH'= i» — «, 

a ' a ' 

et Ton en déduira 

S'ssç/rtangQîT— -ûij — cosa» — coti^J, 

U résulte de là que la pression horizontale exercée sur la ùice du 

2a«. 
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cKNFps<}u»rqioiid4 AC^ou plutôt stir la couche liquide adjacente à 
fiette iCice^ devra être angfiien^ée Swm ibrce (^«^ R< + S'-f-T^ 
dont la valeur sera 

ql r 2 cot ùù — cos cù tang - a — cot - û> j — ç,Z sin &> ; 

<)aaiitité q^ie ron peut réduire à 

— (y + ç,)I sin «. 

Jja force doat ou dovra augaieater la pression relative à la face cor^ 
respondante à Â'G', sera de même 

dv, désignant œ que devient l'angle où par rapport à cette seconde face 
du corps, qui peut n'être pas de même nature que la première. Ces 
deux forceif; agiront en sens contraire Ftine de Tautre; et si nous 
appelons € la valeur complète de l'excès de pression horizontale qui 
pousse le corps de gauche à droite^ nous aurons 

€ = J^ ■+• (5^ 4- ç,) / (sin AI — sin 6tf|), 
ou , ce qui est la même chose , 

en ayant égard à la valeur de la partie cT i et observant que 

Ce résultat difière de celui de la Mécanique céleste^ en ce que 
l'auteur n'a pas tenu compte de la pression particulière qui a lieu 
près de la suriace du liquide ^ et qui ne disparaît de la valeur exacte 
de € que dans le cas particulier où les deux angles a» et û», sont 
égaux ou supplcmenfir l'un de l'autre .(^^ 



(*) Le raisonnement qu'on trouye au commencement de la page 43 de la Théorie 
de r Action mpUtairef neutre Hjueliaflace avait jugé eette ^fOèicoi tout-i-fait 
négligeable, parce qu'elle ne répond qu'à une étendue insensible de la surface 
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Lorsque cette force i ne sera pas nulle, le corps sera mis en mou- 
vement suivant une direction horiaontale et p e rp e n diculaire k ses 
deux faces, latérales , qu'on a supposées d'une très grande largeur; 
et ce mouvement aura lieu de gauche à droite ou de droite à gauche, 
selon que la valeur de € sera positive ou négative. De plus, les ré- 
sultantes des pressions horizontales qui le poussent en sens con- 
traires n'étant pas directement opposées^ le corps tournera, en même 
temps, autour d'un axe passant par son centre de gravité et pa- 
rallèle à ces mêmes faces latérales. 
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CHAPITRE VI. 

Solutions de differens problèmes. 

(86). Reprenons la question du n* 67, relative a Téquilibre d'un 
liquide contenu entre deux plans verticaux et parallèles, que l'on 
regardera comme indéfiniment prolonge dans le sens horizontal, 
afin de n'avoir pas à considérer ce qui arrive à leurs extrémités. 

Si l'on prend le plan des ^ et z parallèle aux deux plans donnés , 
l'ordonnée z sera indépendante de ^^ et l'équation (1) du n^ 49 ^ 
réduira à 

= 2Z, 



( 






en faisant, comme précédemment, 

• H = gfa\ 

En multipliant par — dz^ intégrant et désignant par b la cons- 
tante arbitraire, on aura 

" fc= = ft — z*. (1) 



\/« + 



dx' 



Cette équation sera celle d'une section de la surface du liquide, faite 
par uù plan vertical et perpendiculaire aux deux plans donnés. Les z 
positives sont comptées en sens contraire de la pesanteur, et à partir 
du niveau extérieur du liquide dans lequel les deux plans sont plon- 
gés par leurs extrémités inférieures. Le radical doit être positif ou 
négatif, selon que la normale à la courbe fait un angle aigu ou 
obtus avec la direction des z positives; mais, dans toute sa Ion- 
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gaeur^ la courbe n'est rencontrée qu'en un seul point par chaque 
verticale, et l'angle dont il s'agit est toujours aigu , en sorte que 
le radical sera constamment positif. 

Aux deux extrémités de la courbe, le cosinus de Tangle compris 
entre la normale et une horizontale, tirées l'une et l'autre en-dehors 
du liquide, est une quantité donnée, qui peut être positive ou néga- 
tive. Si elle est positive en ces deux points, la courbe tournera sa 
convexité par en-haut, dans toute sa longueur; si elle est négative, 
la courbe sera concave par en-haut ; si elle est positive à Tune des ex- 
trémités et négative à l'autre, la courbe se composera, en général, de 
deux parties qui tourneront leur concavité en sens contraires. Je dis 
en général; car je ferai voir qu'il y a des états d'équilibre possibles, 
pour lesquels ce dernier cas rentre dans l'un des deux premiers. Dans 
ces deux premiers cas ^ il 7 aura un point C pour lequel la tangente 
sera horizontale, et dans le dernier, la courbe présentera générale-- 
ment un point d'inflexion que j'appellerai I. Je vais considérer succes- 
sivement le cas du point G et celui du point I , qui sont essentielle- 
ment distincts. 

(87). Je désigne par h la valeur de z qui. répond au point G ; à cause 

de j- = o en ce point, on aura 

et en éliminant b, l'équation (i) deviendra 

"^ =a- + A*— z\ (a) 



v/ 






Le radical étant une quantité positive, il faut que z* ne soit pas plus 
grand que a^-^-h*; et,a cause que le premier membre de cette équa- 
tion est moindre que a*, il faut que z* ne soit pas plus petit que A*. 
Ainsi, l'on voit déjà qu'abstraction faite du signe, la variable z est 
comprise entre les limites h et V^a' -|- A* ; elle sera positive ou né- 
gative, selon que la courbe tournera sa concavité ou sa convexité par 
en-haut. 

On tire de cette équation 

"y" (s* — h*) (*• + aa» — «•)' 
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b étant toojouffs la constaPiUe cfiti provient de la yalear de p, d dé- 
signant une autre constante aTbitraire^ et. le radical étant positif im 
négatif, selon que la normale extérieure fait un angle aigu ou 
obtus avec l'axe des z positives. Pour ^ = rou z = A:, on aura 



5? = v/' + §^^^^C^" + ^)- 



Pour z = o 9 on aura de même 



dz / , Jx* 

» étant l'ange -que fiait Jia -norniale extérieure du iix|nide , au point 
où la génératrice de sa surface coupe le plan des oc et y^ avec le rayon t 
du même point, que je représenterai par /. On a d'ailleurs 

tïfztdt = zt^—ft^dz; 

si donc on fait successivement . s s=: o et./ = /, z=k et f r-r r 
dans l'équation de la surface , et qu'on retranche les résultats IW 
de l'autre , il en résultera 

r cos (i 4- û>) _ r cos n = — — -J ^ t^dz _ _(r«_ /•). 

Or , si l'on désigne par U le volume du liquide situé au-dessus du 
plan des x et jr^ c'est-à-dire au-dessus ou au-dessous , selon que U 
sera positif ou négatif, et si l'on observe que ^ est le volume du 
corps compris entre ce plan et la section horizontale où le liquide 
s'arrête , on aura 

et par conséquent 

U = 9rA:r»— i; — ^fc(r» — r'*J — 7ra*[rcoa(/4^ai} — /^cosh]- (5) 

•Si, par exetoplé, le liquide est compris entre deux plans horizon- 
taux qui terminent des corps quelconques , et que l'on prenne le 

plan inférieur pour cdui des jret^, on aurai c=i9r )is=-9r ca' 

m désignant par o' l'angle donné que fait la normale extérieure du 
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liquide à son extrémité in£éncure> avec la verticiie tuenée estas 
l'intérieur du corps snr lequel il s'appuie. Dans c^ même cas, la 
quantité v sera nulle ; il en résultera doue 

' U = srAr* — 7rb (r* — V ') +y7(a^ (r siu â» — r' sin «'). (6) 

Le volume V sera aussi nul , et la pression exercée de bas en haut 
sur le plan supérieur, aura pour valeur 

wr^n + ifgfbr^ — wgpr {kr + a^ sin oê). 

Elle devra faire équilibre au poids du corps que termine ce plan 
augmenté de la composante verticale de la pression atmosphérique 
qui agit directement sur toute la partie de la surface non en con- 
tact avec le liquide, et fait déjà équilibre à la partie ^rr^n de la 
pression inférieure. En appelant <îr le poids du coips, nous aurons 
donc 

/sr = TTgpbr* — 'TTgpr (kr + a' sin a>). (7) 

Ces équations (ft) et (7) serviront à déterminer la constante 6, et 
l'épaisseur ,k du liquide , ^'après son volume U et la charge <zr qu'il 
supporte» 

(83). Lorsque le liquide s'étend indéfiniment, et qu'on prend le 
plan de son niveau naturel, pour celui des j: et ^, on a 3 =: o 
l'angle >t est droit , l'équation (5) se réduit à 

U = "TCkr* — i^ — "TCa^r cos (/ + û>) , 

et U est le volume du liquide soulevé ou abaissé par l'action capil- 
laire autour du corps flottant. D'après cette valeur de U, la pression 
que ce corps éprouve en sens contraire de la pesanteur est la même 
chose que 



par conséquent, l'efiiett de .l'action oapiUaire est de diminuer on 
d'augmentar la pression dont il s'agit d'une quantité • ^le au poids 
du liquide soulevé ou abaissé. 

Four que le corps demeure en équilibre , il faudra que cette force 
soit égale à son poids augmenté de la composante verticale de la 
pression > atmosphérique,- qui s'exerce* sur la partie die sa sur&ce si" 
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tuée hors du liquide, laquelle composante a ^r*ïl pour valeur. En 
appelant v le poids du corps, pesé dans le vide , on aura donc 

«.= gp(V-U). 

On parvient immédiatement à ce résultat en considérant un large canal 
composé d'une partie courbe et de deux branches verticales^ et dont 
la section normale soit constante dans toute sa longueur. Si l'on 
suppose que l'une des deux branches comprenne toute la partie 
de la surface du liquide qui n'est^ pas sensiblement horizontale , et 
qu'on appelle fi le poids du liquide contenu dans Tautre branche, 
au-dessus d^un plan horizontal choisi arbitrairement, il est évident 
que le poids du liquide renfermé dans la première branche , au- 
dessus du même plan , se composera de f^ augmenté de gfV et di- 
minué de gpV; ce poids /£a + gpU — gpV, ajouté au poids du coi*p$, 
devra faire équilibre à /jl. On aura donc 

f* + ffpU — gpV 4- «r = A*; 

ce qui donne l'équation précédente. Mais il était important de faire 
voir que les formules relatives aux actions moléculaires, qui nous 
ont servi à trouver les équations de la surface capillaire et de son 
contour 9 peuvent aussi conduire directement aux conditions d'équi- 
libre d'un corps solide en contact avec un liquide, et, généralement, 
aux valeurs des pressions modifiées par l'action capillaire. 

Si le coi^ flottant est attaché au plateau d'une balance , et qu'on 
ait mis dans l'autre plateau un poids 4r -f- A , il faudra, pour l'équi- 
Ijfbre de ce système , que nous -ayons 

A = gp(U~V), 

ou bien , en remettant pour U sa valeur, 

A s= gp [yrkr* — <^^— 7ra*r cos (i -f- û>) — V]. 

Si le corps. est un cylindre ou un disque circulaire, et que le liquide, 
se termine à sa base inférieure ou à la circonférence de cette base ho- 
rizontale , on aura v = o , Y = o , et simplement 

A = TTgpr [kr — a* cos (i -f- û>)]. (8) 
Quand lâ\ ligne qù le liquide s'arrête sera tracée sur la base , l'angle i 
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sera droit ; il en résistera 

ùk = TTgpr (kr -{- a^ sîna); 

el k niyoD r pourra varier sur cette base, en même tenxp» que A 
et k. Maà&, lorsque le contour du liquide sera traeé sur Tarète qu» 
temine la base du disque, ou no tant soit peu an^esaus, Tangle i, 
c'e8t*à-<iire Tindhiaiscm de la normale à la surface de cette arête , 

pourra prendre toutes les valeurs, depuiis f = o jusqu'à £ = -tt; 

par conséquent , A et A: pourront varier sans que r change de valeur 
et c^sse d'être égal au rayon du disque. L'éqfuaCioo (8) nous servirai, 
daofi le chapitre suivant , à résoudre une des questions les plus inté-^ 
ressantes de la théorie de l'action capiUlaice. 

(84)* Pour déterminer l'effet de la capillarité sur les pressions 
horizontales, je supposerai que le corps flottant soit compris entre 
deux plans verticaux el parallèles , d'une très grande largeur, afin 
qu'on puisse négliger , sans erreur sensible , la partie de la pression 
qui a lieu près de leurs extrémités, relativement à la pression totale , 
et considérer la hauteur du liquide et la pression csonuufi. constantes 
dans toute la largeur de chaque plan. Le corps sera terminé, en haut 
et en bas , par des surfaces quelconques ; on < supposera la surface in- 
férieure entièrement immergée,, et la surface supérieure entière* 
menjt en-debora du liquide. La figure 19 représente une section de 
ce corps, verticale et perpendiculaire à ses deux faces latérales. Les 
lignes AD et AID' sont les sections de la surface du liquide, de part et 
d'autre du corps, qui coupent se& 4j^ux faces aur points A et A'. 
Ces courbes sont différentes, et A et A' n'appartiennent pas a une 
même droite horizontale. Selon que chacun de ce& points est au-dessus 
ou au-dessous du niveau du liquide, la courbe correspondante tour- 
nera sa concavité par en haut ou par en bas« La droite LL' est l'inter- 
section du plan de la figure- et d'un plan horizontal, que je prendrai 
pour celui des x etjf^ et que j.e supposerai à une distance k au-^les- 
sous. du niveau dui liquide. Elle couçe les deux ùces du liquide aux 
pointa C et C',, situés au-dessus de la partie courbe du corps et. au-dea^ 
sQ^s de A et A^ Je ferai 

'AC=A-f.*> A'G'=:A + A^; 

22 
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et la valear corre^ndante de ^ sera 

Pour cette valear de ^ et c = sin 45^ > on trouve, dans les tables 
de M. Legendre, * 

F(c, 9) = 0,69500, 
E(c, (p) = 0,64457; 

et réqaatioD (3) donne ensuite 

X = À(o,2o6ï). 

En comparant cette valeur de a: à celle de a ou de -/, on a 

jccs a (0,8628); 

en sorte que, dans cet exemple, les ordonnées moyennes sont beau*- 
coup plus rapprochées des plans verticaux que du point C ; ce qui 
tient au peu de courbure du liquide près de ce point. 

(89). Si h est très grand par rapport a a , le module c sera une très 
petite fraction , et Ton pourra développer les fonctions elliptiques en 
séries très convergentes, suivant les puissances de c; ce qui donne 

F(c, fl)=fl+^(fl — sinecosô) + etc., 

E (c , 0) = 9 — I (8 — sin fl cos fl) 4: etc. 
L'équation (7) deviendra 

*-^ = c sin fl cos fl -f- ^ (6 — sin fl cos 8 + ^ sin* 8 cos 8) , 

« 

en négligeant la cinquième puissance de c. Pour plus de simplicité , 
je supposerai que (» soit zéro ou ^; on aura alors, en vertu de Téqua- 
tion (6) , 

tang 8 = I + - {?• + etc., 8=7'^+ 2^*"^" ®**^- f 
et, par conséquent « 
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Il faudra que le rapport - soit une très petite fraction^ dont on négli- 
gera la cinquième puissance ; d'où il résultera 



a> 



La première équation (5) donne ensuite 

OÙ Ton prendra le signe supérieur ou inférieur^ selon que cû sera zéro 
ou ^ , c'est-4i-dire selon que le liquide sera concave ou convexe par 
en haut. 

Si tes deux |dans verticaux qui terminent le liquide sont de la 
même nature , c'est-ànlire si e/ est aussi zéix> ou tt, de sorte que 2a 
soit leur distance mutuelle, on voit que le premier terme de cette 
valeur de h sera le même que dans le cas d'un tube qui aurait cette 
distance pour rayon; ce qui n'a plus lieu pour la valeur totale 
de h. 

M. Gay-Lussac a observé l'élévation de l'eau entre deux plans ver^ 
ticaux et parallèles, préalablement mouillés de ce liquide. Leur 
distance étant 

2a = I— ,069, 

il a trouvé 

h = i3«»,574. 

Mais la température s'élevant à 16^ pendant cette expérience, il faut 
augmenter la valeur de h , pour rçndre la valeur de a*, qu'on en dé- 
duira, comparable à celle du n® 56, qui répond à une température 
de 8^,5. On prendra donc 

A = (i5-- 574) (. + J^) = i5,587a, 

à cause que laugmentation de densité de l'eau est d'environ -^ 

pour chaque degré d'abaissement dans la température, et que l'ac- 
croissement de h est proportionnel k cette augmentation ( n"" 53 ). 
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Au moyen de cette dernière valeur de h et de celle de %eLy on 
trouve 

a* = (14,6475) millimètres carrés; 

ce qui diffère peu de la valeur de a* du n® 56 , qu'il faudra préférer, 
comme étant conclue d'une observation plus susceptible d'exactitude. 

(90). En négligeant le cube de c, l'equation (8) se réduit à 

-i— = c (sin ô cos 6 -f- sîn 9 cos fl'). 

Si nous faisons a = — ^ -f- /tt et ûi' = - ^ + ft' , les angles fl et 6' 

différeront très peu de - ft et - ft' , d'après l'équation (6) ; et l'on 
en conclura 

-V^ = r^ c (sm;t 4- sm /»'). 
La première équation (5) donnera donc 



a* 



A = -j, (sîn u -|- sin //), \ 

en observant que /a et fc' sont positifs ou négatif , selon que â» et 
Où' sont obtus ou aigus , ou selon que le liquide s'élève ou s'abaisse. 
Au même degré d'approximation, la courbe du liquide sera un arc 

de cercle, d'un rayon égal à -jj-. 

Cette valeur approchée de h nous montre que quand les deux 
plans verticaux, qu'on suppose très rapprochés, ne sont pas dans 
le même ^at, l'élévation ou la dépression du liquide est la demi- 
somme de celles que l'on observerait si ces deux plans étaient suc- 
cessivement de la même nature que chacun d'eux ; ce qui n'a lieu 
toutefois que dans la première approximation. 

(qi). Je retranche les équations (5) et (7) l'une de l'autre, et je 
fais a-^ars=3ii, en sorte que u soit la distance d'un point quel- 
conque de la courbe du liquide, au plau vertical qui répond a Taiigk 
^ } il vient 
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Maintenant^ si l'on supprime l'autre plan vertical, la courbe sera 
asjrmptotique de l'axe des ^/ et Tordonnée h du point C sera infini- 
ment petite; en appelant donc b le complément du module de 
sorte qu'on ait 

I — c* = 6% 

b sera aussi infiniment petit, en vertu de la première équation (5)- 
et si l'on fait , pour abr^er , 

1 + sin # _ g,. 



sin et 



l'équation (6) donnera 

2 

D'après l'ëijuation (4), z sera infiniment petit, excepte' ponr les va- 
leurs de p infiniment peu différentes de -tr ; je fais donc aussi 

et il en résulte 
c est-à-dire , 

Z 

Pour ces valeurs de ^ et 6, on aura 

On a aussi 

et en taisant 

cette dernière équation devient^ 
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On a d'ailleurs 

C sifl 20 20^ 

c sin 2^ ^_^ 2^' 

on aura donc 



et si Ton y substitue pour (p^ et 6' leurs valeurs, et qu'on fasse 
fi^ =s - TT + At , on aura finalement 

-!— == log : : h ^ cos - a — 7= — , (9) 

pour l'équation de la courbe formée par le liquide qui s'élève ou 
s'abaisse le long d'un plan vertical; /ti étant l'angle aigu que fait la 
normale à son extrémité, avec la verticale , et qu'on regardera comme 
positif ou comme négatif, selon que cette courbe tournera sa con- 
cavité ou sa convexité par en-haut, afin que l'angle 2ù soit obtus 
dans le premier cas et aigu dans le second. La variable z sera, par 

conséquent du même signe que ft, et le radical x/^a^^^z* devra être 
positif, pour que l'on ait i^ s=r 00 , quand z = o , ainsi qu'on l'a 
supposé. 

Si Ton appelle l la valeur de z qui répond à iz = o , on aura , 
d'après la seconde équation (5), 

Izssa V^a sin -/i; 

et cette quantité rend effectivement nulle la formule (9), quand on 
la substitue à la place de z. Il en résulte que la constante a, relative à 
la matière d'un liquide , exprime son élévation au-dessus du niveau , 
le long d'un plan vertical qui a été préalablement mouillé dans toute 

^a hauteur parce même liquide; car on a alors û^s=:^,/x=-'7r,et. 
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par coDfléqaent, ls:a. Dans le cas de l'eau à la température de 8%5 

(n* 56) , on aura 

/=sa = 5™,8888, 

pour cette élévation. 

(ga). Maintenant^ considérons le cas où la couilie du liquide pré- 
sente un point d'inflexion I. 

Je désignerai par i Tangle inconnu que fait la tangente en ce point 
ayec la droite horizontale, nienée par le même point. Comme il 
faut que la partie de la courbe qui tourne sa concavité par en haut, 
soit plus élevée que la partie concave par en bas, il s'ensuit que 
l'angle i sera moindre que chacun des angles aigus que font les 
tangentes aux points extrêmes , avec la droite horizontale menée par 
le point I , et moindre qu'un angle droit quand ces tangentes senmt 

verticales. De plus, j^ changeant de signe de part et d'autre de I, 

il faudra que cette quantité soit nulle ou infinie en ce point; l'or- 
donnée z sera , en même temps , nulle ou infinie , en vertu de la 
première équation du u^ 86; et puisqu'elle ne saurait être infinie, 

il faudra que les quantités ^ ^t z soient nulles au point I, qui 
se trouvera , par conséquent , dans le plan du niveau du liquide. 

Je fais donc z = o et j- =tangf dans l'équation (i); il en ré- 
sulte b ssza^ cas L Cette équation devient 

= a' cos ï — z' î 



v/ 






et, à cause que le radical est une quantité positive, on voit que z^ 
sera moindre que a* cos L On tire de là 

t ^_^ (g* CQg i — z*) dz 

l/[z*+ a* (i -^ cosi)] [a* (i + cos i) — jb*]* 

Je fixerai au point î l'origine des :r ; je considérerai séparément cha- 
cune des deux parties de la courbe qui aboutissent en ce point, et je 
regarderai le radical comme étant de même signe que dz. 
Pour exprimer x en fonctions elliptiques, je fais 



^ 1 . 

cos - ï = c , 



a4 
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et ensuite • 

aaV (i — c*) «în*« / v 



«* 



d'où il résulte 

tollg ^=* (2^c* — r") (i — c?^' 

quantité positive ^ à cause de z^ <, a^cos i et co6 i << 2C^; ce qui suffit 
pour que Tangle ^ soit reeL Nous aurons 

ou^ ce qui est la même chose. 
En intégrant, on aura donc 

On n'ajoute pas de constante arbitraire , parce qu'au point I on a , 
à la £ois, orsso, z^so^ ^ = 0. 

Je désigne par (» le même angle que précédemment (n* 87), par 
et la distance du point I au plan vertical qui répond à cet angle, 
et par k la valeur de z relative k xzsza; en sorte qu^on ait 



dx 



cosâi, — .-LU \ acg a* cos t — A:*, 



pour ar sEss «« En éliminant ^ , il vient 

A* = a* (ces 2 — sin A»). . (la) 

L'angle <^ sera obtus pour le plan vertical , le long duquel le 11* 
quide s'élève, et aigu pour l'autre (dan, le long duquel il s'abaisse; 
le signe de k sera contraire à celui de cos ai. £n appelant â l'angle # 
qui répond à z=jfc et x^ss^a^ on aura 

tans* 6= ; 'Z r', "! ^ , i 

^ (1 — c*> (i + 8in •) ' 
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et, en vertu de rë<fiHitioD (tt)^ -- S i n » , ^ 

Cette équation répondra à Tone dM ^xti^tniléB êe ia C0«i4te dtr li- 
quide. Si Ton désigne par af, »^^\ ce que deviennent a, t»,^, rela* 
tivement à l'autre extrémité , on aura une seconde équatifvç^ qoi ^ 
déduira de celle-là , en y mettant a^ et 8' à la place de « et 6 ; en fai- 
sant la somme de céÉ équations , et aj^biit J^ ra distance des deux 
plans verticaux qui terminent la courbe, nous aurons 



i> • 5 •' 



Cette dernière équation servira à déterminer le* modt^ c, et, par 
conséquent y l'angle f; les équations (10) et (11) donneront ensuite 
les vaïe&K» des coordonnée» z Ax en îondùau^ d'uBelrpinème vier* 
riable ^ ; ce qui est la solution complète du problème^ . 

Lorsque l'angle i, sous lequel la courbe vient couper le niveau na- 
turel du liquide y sera donnée, l'équation .précédente fera connaître 
immédiatement, au moyen des tables des fonctions elliptiques, la 
distance des deux plans ^ui devra avoir lien. Otoii» aUoto him 9mcê^^ 
sivement, sur cet angle, différentes. suppositions. 

(gS). Je retrancbe les équation^ (it) et (i3) l'une de l'autre, et je 
fais et — K = ar: il vient . 

;i^»=:F(c, fl)-F(c, ?)-.aE(c, e)-!-'*»!'*, ty 

ac* si'q A'cQS &> . ac*- sis f oag ^ 

Si l'angle i est infiniment petit, c dftféfera infiniment peu de Tunité, 
et cette équation, jointe à la formule (f^^xlevra; cftndmçp «.,^,<||^•T 
tion (9), relative à la cour]^ asymptotique; ic'est, effectivemeut , ce 
que l'on vénfTera saok dilReuIlé par un calcul sémblàbïe \ cèlu^ du 
iif f9€.i Mais 4M(i ^wrîent aipù:.à«èttè' équition <9)V.yHr l^iMgfMicHl 
éivBdte-dùYéaitmnàiQk^^dtVid^ . i: rd 
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En effet, en fiiisant dx=i'—dutl ^sso, oni a 



du 



s« 



Pour intégrer cette formule, soit 

nous aurons 

du = -4=- — ^ — ^ V^a oos cd^î 
d'où l'on tire 

— ï^ =s - log --^—i — — , a sm p -4- c' j 

c' étant la constante arbitraire. Cette équation est la même chose que 
.^ .^lOg -_ __^^. 

Si l'on fait, dans l'équation (r^), Î£=o et a»s= -^-f-f^» et qu'on ap- 

■" • 

pelle / la valeur correspondante de Ar, on aura 

et comme / est la valeur de z qui répond à 2^ = o, il en ré 

. I 



c' = log _ + acos -/!*, 



I + OOfi -#• 

a 



et> par conspuent ,' 

' ./- (aV^â + |/aa« — jB*) sin -^ ./-ts : 

-^-- s=log z r-» + 3C0S- u ï^^ — -= — ; 

ce qui coïncide ' avec l'équation (g) . 

(94).^FaisoQS » =?=-^4-ft et û>'= -^r-f-f^^ de sorte que ft et 

ti! soient lôs ^dxig],es sous! lesquels les tangentes eitrèmes à la ooorbe 
du liquide viendront couper aoa niveau naturel. L'un de ces angles 
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sera positif et l'autre négatif , puisque Fun des angles m et ûù' est obtus 
et Fantre aigu. Abstraction faite du signe, ils surpasseront Fangle i. 
Soit /i le plus petit des deux angles ju et juf, et supposons que { dif- 
fère très peu de fi. L'angle sera très petit; car la yaleur de tang* 6 
du n* 9a peut s'écrire ainsi : 



asin*- * cos*-M 
a a*^ 



et si nous Bdsons « 

/=/*— i4»sin/*, 

de sorte que -^z soit une quantité très petite , nous aurons 0=4» en 
négligeant le cube de 4. Le rapport - sera aussi une très petite frac- 
tion; et, d'après Féquation (i3), nous aurons 



«l/a ''^' 



(ac*— i)4 = 4^^^^* 



'•'> r 



Le point I sera donc alors très rapproché de Fun des deux plans ver- 
ticaux , et l'ordonnée k du point où le liquide s'arrête le long de ce 
plan, sera très petite; en yertu de l'équation (la), elle aura pour 
yaleur 

A:=s ^ sin fc := a tang ft. 

^is il n'en sera pas de ménie à l'autre extrémité de la courbe , si 
l'angle fjtf n'est pas très peu différent de fe, abstraction faite du 
signe. 

En effet, on aura, k très peu près, 

tang«fl^= <^"^-^"*' ; 

a sm* - fê cos* - ft 
a a 

et Fangle d' n'étant pas très petit, le rapport —, déterminé par Féqua- 
tion (i 3 ) , ne le sera pas non plus. Prenons, par exemi^e , 




« 
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il en résalttra 

tang* 8' = a , 9' = 54" 44', 
Pour cette yaleur de ^ et csxtto ôoi"^ on a 

E(^, eO=M5544; 
et l'équation (i3) donne 



^ = ^7775- 



On aura, en même temps , 




A:' s= a \/cosft — cosfi'ss — =r, 

pour Tordonnée du point oii le liiqtiide s'arrête le long do plan vertical 
correspondant à a^ 

Tontes les fois que la distance cT sera très pelite par rapport à a , 
et qu'en même temps les angles fe et (jl' ne ^ront pas très peu diffié*- 
rens l'un de l'aidre, attraction £iite du signe, ancun des deux «Br 
gles 8 et G' ne sera très petit ; les distances « et, «' du point I aux deux 
points verticaux , aussi bien que les coordonnées d'un autre point de 
la courbe du liquide, ne pourront se déterminer, même par ap- 
proximation, sans recourir aux fonctions elliptiques; et cette courbe 
ne se réduira , en aucune manière , à une ligne algébrique. 

(95). Bans le cas de /^' s=: — )bt, la courbe du liquide seva 
symétrique au-dessus et -au-dessous de son niveau naturel ; on aura 

a = - J^; et si la distance cT est très petite par xap[i«(>rt m a, on 

pourra supposer l'angle 8 très petit, et l'angle i très peu différent 
de ft. D'après le numéro précédent, on auM généralement 

-— = 4cosAA, 
et, par conséquent. 
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L'angle ^ qui entre dans les équations (lo) et (ii)^ étant toujours 
moindre que 0, sera aussi très petit. En négligeant le cube de ^ , 
ces équations deviendront 



^=(a<:*— i)f , «•= 2aV(i — c*)(p-î 



et si Ton élimine ^ entre elles, et qu'on y fiuse csrcoa-i = cos-fe^ 

il vient 

z SB X tang ft ; 

en sorte que la courbe du liquide se réduira , h très peu près , à 
une ligne droite. L'élévmtioa ou la dépression de ses extrémité sera 
proporttonDielle à la distance J" des deux plans verticaux, et indé-> 
pendante de k matière du liquide. Mais cela n'aura plus lieu lors- 
que l'angle f^ sera droit ou à peu près droit; car alors le premier 
terme de chacune des formules (xi) et (i 3) s'évanouira on sera très 
petit, ce qui rendra nécessaire la considération du terme suivant. 
En tenant compte de la troisième puissance de ^ et de ê, on aura 

Si l'on suppose fc =r - tt , on tirera de l'équation (i5), 

en négligeant la quatrième puissance de 6 ; on aura donc 

etx par^ronséquent, 

D'après l'équation (lo), on aura, en même temps, 
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d'où il resuite 

pour réquation de la courbe du liquide qui sera une parabole cu- 
bique. Les ordonnées de ses extrémités, c'est- à -dire les valeurs 
de z qui répondent à f = d= 6 , seront 



pour lesquelles on a effectivement ;r = db «• . L'élévation ou la dé- 
pression du liquide dépendra donc de la constante €1, et sera, en 
outre y proportionnelle à la racine cubique de la jdistance mutuelle 2A 
des deux plans extrêmes. 

(g6). Si l'on plonge dans un liquide deux lames verticales , pa- 
rallèles et d'une grande largeur, les formulés ppécéden tes serviront 
à déterminer, dans tous les cas, la figure du liquide en^edans et 
en -dehors de ces deux lames. En même temps-, l'équation (9) du 
n"" 85 fera connaître l'excès de pression horizontale, qui pousse cha- 
cune de ces lames perpendiculairement à leur -direction ; et l'ex- 
pression de cette force sera très simple, d'après les valeurs que nous 
avons trouvées pour les ordonnées verticales des points extrêmes de 
la couche du liquide. 

En effet, lorsque le liquide s'élèvera ou s'abaissera à la fois le 
long des deux faces intérieures de ces deux lames, on aura (n* 87) 

pour le carré de l'ordonnée de l'extrémité de la courbe intérieure 
du liquide, qui répond à l'angle donné ûi. Si l'on appelle k, l'or- 
donnée de l'extrémité de la courbe extérieure, et ^1 l'angle cor- 
respondant, on aura, en même temps, 

A:\ = a* (i — sîn d*,); 

car le point de cette courbe où la tangente est horizontale, et dont 
l'ordonnée est A, se trouvant au niveau du liquide, on a A sso. 
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Or, ces T9l!ettK"cIe k' et A*, réduisent Téquation (9) du n* 85 à 

6 = gplh^* 

L'excès de pression qui pousse chaque lame de dehors eu dedans est 
donc une quantité positive ; ce qui montre que dans ce premier cas 
les deux lames se rapprocheront Tune de l'autre^ quel que soit l'état 
de leurs faces extérieures. La force € qui produit cette attraction ap- 
parente sera la même pour ces deux corps, et proportionnelle au 
carré de l'ordonnée du point C de la courbe intérieure, où la tangente 
est horizontale ; et comme ^ est , à peu près , eu raison inverse de la 
distance mutuelle des deux lames, quand elle est très petite par rap- 
port à la constante a, il s^ensuit qu'alors cette force sera en raison in- 
vei^se du carré de la distance. 

Quand le liquide s'élèvera le long de la face intérieure de* l'une des 
lames, et s'abaissera le long de la face intérieure de l'autre, le carré 
de l'ordonnée k de l'extrémité de la courbe intérieure qui répond à 
l'angle donné a>, aura pour valeur, d'après l'équation (la). 

Al* = €i*(cos i — sin a>) j 

/ étant l'angle sous lequel la courbe intérieure coupe le niveau natu- 
rel du liquide. A l'extérieur, cet angle est nul, et Ton a 

A% = a'(i — sin »,) , 

comme dans le premier cas. Eu vertu de l'équation (9) du n^ 85 , 
on aura donc 

€ = g^/a* (cos £ — 1) , 

pour la force qui pousse chaque lame de dehors en dedans; et comme 
sa valeur est négative, on en conclut que, quel que soit l'état des faces 
extérieures des deux lames, elles s'écarteront toujours l'une de l'autre 
dans le second cas que nous examinons actuellement, c'est-à-dire dans 
le cas où la courbe intérieure présente un point d'inflexion. Si, en outre, 
cette courbe est symétrique au-dessus et au-dessous du niveau naturel 
du liquide, et que de plus la distance des deux lames soit très petite par 
rapport à la constante a, l'angle i, réduit au premier terme de sa va- 
leur, sera égal à eu — - ^ , d'après le numéro précédent ; par consé- 

:i5 
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quenty la foMe.€ se trouvera indépendante de la distance des denx 
lames, et à peu près égale à gflcL*{i — sinâ>), abstraction faite du 
signe. Il en sera de même toutes les fois que le point d'inflexion 
se?a seulement très rapproché de Ftxne des deux lames à laquelle 
<m supposera que répond Tangle a>, comme dans Texemple du 

n^ 94- 

Il est très remarquable que la force € ne dépende jamais de la 
figure extérieure du liquide^ et de l'état des faces externes des deux 
lames; il l'est également qu'on puisse toujours déte rmin er cette force, 
sans connaître la courbe intérieure du liquide, et au moyen, seu- 
lement, de l'ordonnée h ou de Tangle i, qttf répondent aux points 
que j'ai désignés par C et L 

S'il n'y a qu'une lame flottante à la surfece du liquide, la force e 
sera nulle, quel que soit l'état de ses deux faces; en sorte que la 
lame ne prendra aucun mouvement horizontal ; mais elle pourra 
tourner, ainsi que je l'ai dît précédemment (n® 85), autour d'un 
axe horizontal et parallèle k sa largeur, passant par son centre de 
gravité. 

S'il y a plus de deux lames flottantes verticales et parallèles, les 
valeurs précédentes de £ conviendront encore à chacune des deux 
lames extrêmes. A l'égard d'une lame intermédiaire, on aura 

en supposant que les deux courbes adjacentes ne présentent aucun 
point d'inflexion, et désignant par h et h' les ordonnées de leurs 
points C : la* lame sera poussée du côté de la courbe à laquelle ré- 
pond la plus grande de ces deux quantités, abstraction faite du 
signé. Si l'une ds, ces courbes présente un: point d'inAexion I, et 
lautre uû point C, ajixquds répondront l'angle i et l'ordonnée h, 

on trouvera 

i Œ gpl (&• --« a* cos i), 

pour la force qui poussera la lame du côté du point C ou du point I , 
selon qu'elle sera positive ou négative. Enfin , lorsque chacune de ces 
courbes aura un point d'inflexion , on aura 

€ s= gfja' (cos i — cos i') ; 
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i et i' désignant les inclinaisons de la tangente qui repondent aux 
deux points d'inflexion : la lame sera alors poussée du côté de la 
courbe à laquelle appartient le plus petit de ces deux angles. Ces ré- 
sultats se concluent y sans diffidulté^ de l'équation (9) du n^ 85, com- 
binée avec les valeurs de k* et it\ dont nous venons de faire usage , 
dans le cas de deux lames flottantes. 

(97). Avant de quitter ce sujet , il nous reste à faire voir que quand 
Tun des angles représentés par co et o)' est aigu et Tautre obtus , il 
y Si, comme je Tai dît précédemment (p? 86), d'autres états d'équi- 
libre possibles en général^ et dans lesquels la couche du liquide 
ne présente pas de point d'inflexion entre les deux plans auxquels 
ces angles répondent. 

Pour cela, considérons d'abord la courbe qui a lieu lorsque les 
angles a> et a/ sont égaux, et supposons-les obtus. Soit ACB cette 
courbe (fîg. 20)^ C le point où la tangente est horizontale, ED et 
GF les faces internes des deux lames flottantes, A et B les points 
où elles sont rencontrées par la courbe ACB. Par le point A , me- 
nons une horizontale AK dans la matière de la lame adjacente, et 
une normale AN en dehors du liquide ; KAN sera l'angle ca , et 
l'on aura 

coèa> = ___, (16) 

en regardant le radical comme une quantité positive , comptant 
les X positivos à gauche d'un point choisi arbitrairement, et 
faisant x s=s OD après les difierentiations. Par un point A' de la 
courbe, situé entre A et C, menons une verticale AIK qui tombe 
à droite du point 0, une horizontale AU à gauche de AD", et 
une normale extérieure A'N'. Si Ton appelle (p Tangle obtus 
HA'N' , il est évident que la valeur de cos o) se changera dans 
c^e de cos 9 , en y faisant ^r =£ — OIV après les difierentia- 
tions. Par conséquent, si nous faisons généralement ;r = •— x', 
et si nous désigncftis par »' le Supplément N'A'K^ de l'angle^, 
nous aurons 

25* • 
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cos«' = _— , .(,7) 

en faisant j:'=:OD' aj3rès avoir différentié. 

Or, maintenant, plaçons dans le liquide une lame parallèle à EÀD, 
dont la face E'A'D', tournée du .côté de EAD , passe par le point A', 
et supposons que a>' soii Tangle spécial qui répond à la matière de 
cette lame et à celle du liquide. Il est évident que l'équilibre du li- 
quide ne sera pas troublé entre AD et A'D'; car la courbe AA' satis- 
fait, par hypothèse, à leqaation générale de la surface capillaire, ré- 
duite à une seule dimension ; et, de plus, les équations (16) et (17) , 
auxquelles ses extrémités A et A' satisfont également, sont celles 
qui doivent avoir lieu, en particulier, pour l'équilibre du liquide 
que Ton considère entre les deux lames EAD et E'A'D', en y re- 
gardant cû et û/ comme des angles donnés. Voilà donc un état d'é- 
quilibre dans lequel le liquide s'élève à la fois le long des deux 
lames parallèles, quoique les cosinus des angles cû et a/ qui s'y rap- 
portent soient de signes contraires. Le liquide s'élève et sa surface 
est concave par en haut, parce que nous avons supposé l'angle ob- 
tus œ plus grand que le supplément de l'angle aigu co'; il s'abais- 
serait, au contraire, et sa surface serait concave par en bas, si 
l'angle obtus était moindre que le supplément de l'angle aigu. 

La courbe AA' sera déterminée par le système des équations (3) 
et (4) ; niais si l'on représente par J^ la distance comprise entre ces 
deux lames , J^ ne sera plus la somme , mais la différence de leurs 
distances et, ^t a^ au point C, qui se déduisent .de l'équation (7); et, 
pour déterminer le module c, on aura 

'*^'=^'[F(c,ô)-F(c,e')] 



a 



a rT^ / An t^x A/vn . C SÎn sd C sill si' 



_g[E(cJ)^E(c, y)]+ .—^-^ --7^^=^. 08) 

c*- ^ ' ' "^ ^ ^-^^ i/i— c*8ii?l j/i— c»8in»e' ^ ' 

au lieu de l'équation (8); 6 étant toujours dét^miné par l'équa- 
tion (6), et d' désignant ce que devient quand on y met af au 
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lieu de ûi. On prendra le signe supérieur ou inférieur devant /, 
selon que cette formule (18) sera positive ou négative. 

Quant aux ordonnées verticales k et h? des points A et A' au-dessus 
du niveau du liquide ^ elles seront données par les équadons . 

if = A* + 4X*(i — siuû»), A:'*=:A'H-a*(i — sîne8>')î "^ -. 

h étant l'ordonnée du point C, situé sur le prolongement de AA'^ dont 
la valeur sera 



= ^^v^7^ 



c^. 



Ces ordonnées seront de même signe; et on les regardera comme 
positives ou pomme négatives^ selon que celui des deux angles <» 
et û)', qui est obtus ^ sera plus grand ou moindre que le supplément 
de l'angle aigu. On verra, comme dans le numéro précédent, que les 
deux hiines flottantes seront poussées l'une vers l'autre , quel que soit 
rétat de leurs faces externes. **^>: . 

(98). Au lieu de la courbe qui présente un point C où la ttfiigente 
est borizôntale, si l'on considère celle qui contient un ^bint d'in- 
flexion I, on en pourra prendre une portion, située d^ud même côté 
du point I; pour la figure d'équilibre d'un liquide compris entre 
deux lames parallèles, telles que les cosinus des angles spéciaux ùù 
et cù' soient de signes contraires. Ce nouvel état d'équilibre aura cela 
de commun avec celui du numéro précédent , que le liquide s'élè- 
vera ou s'abaissera à la fois le long des deux lames; mais ils dif- 
féreront l'un de l'auti^e par la nature de la surface. La portion de 
courbe qui . termine le liquide sera maintenant déterminée par le 
système des équations (10) et (11); le module c étant donné par 
l'équation 



===== — , C IQ) 

qui remplacera l'équation (i4)^ ^^ ^^^ laquelle ^ continuera de 
représenter la distance mutuelle des deux lames, regardée comme 
une quantité positive. 



193 , NOUVIÏJLE THÉORIE 

he^ ordoiio^ A^tJk! des poiote extrêmes sbnml dotmées par les 
équations 

k^:==a^ (cos i — sin eo), A:^' = a*(cos i — • «a w') , 

en faisant c ts= cos - î , ^ regardant k et ff, qui doivent être de même 

signe 9 comme des quantités posirives ou négatives, selon que celui 
des deux angles donnés œ et a>' qui sera obtus, surpassera le supplé- 
ment de l'autre ou en sera surpassé. On en conclura, comme dans le 
n^ 96, que, dans cet état d'équilibre, la pression horizontale du li- 
quide tendra à écarter les deux lames Tune de l'autre. 

Nous voyons donc que si l'on rapproche l'une de l'autre deux lames 
verticales et parallèles, qui soient telles que le liquide s'élèverait le 
long de l'une et s'abaisserait le long de l'autre » si elles étaient isolées^ 
}\ pourra généralement prendre entre elles trois formes différentes : 
dans l'une de ces formes, la courbe qui le termine présentera un 
point d'inflexion; dans les deux autres, elle ne présentera ni un 
point d'inflexion, ni un point où la tangente soit horizontale; mats 
son prolongement en dehors des deux lames contiendra un point de 
l'une ou l'autre de ces deux espèces. Toutefois, lorsque û), â>', «T, 
sont donnés, ces difierentes formes du liquide supposent que les v;^ 
leurs de c tirées des équations (14)9 (<d)» (19)» ^^^ moindres 
que l'unité; et si cette condition n'est pas remplie pour l'une de 
ces équations, la figure correspondante ne peut avoir lieu. 

(99)» Pour éclaircir ces résultats par un exenple, supposons que 
l'une ^es deux lames ait été préalablement mouillée par le liquide, 
et prenons, en conséquence, o^ss^r; supposons, en même temps, 
que l'autre lame n'exerce qu'une très petite attraction s»r le ii-« 
quide; en sorte que eo' soit un très petit angle, que nous repré- 
senterons par 2^' L'^angle w étant plus grand que ie «uj^lément de c^', 
le liquide sera concave et élevé au-dessus de son niveau naturel , dans 
les deux cas des numéros précédens. ^ 

En vertu de l'équation (6), on aura 



cot9 = i, 8^=0-^^^:^, 
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e n néglig eant le carré de p , et désignant par * lé coûiplément 
\/i — c* du module c. Si l'on déyeloppe la fomrale (i8) suivant 
les puissances de fl' — fl, le terme indépendant de cette diffërc;nce 
n'existera pas, et l'on trouve que la valeur de cotô fait disparaître 
celui qui dépend de sa première puissance; en s'arrétant à son 
carré , il vient 

ou, ce qui est la même chose. 



d*oà l'on tire 

Par conséquent, pour que l'équilibre que l'on a Considéré dans le 
n"* 9;/ puisse avoir lieu , il sera nécessaire et il suffira que la distance 
^ soit très petite et moindre que ai^. 

Cette condition étant remplie , nous aurons 



et par suite 



^ . = ^(aV-cf-)î: 



pour une même valeur de p,. l'élévation du liquide sera donc en rai- 
son inverse- de la distance cT des deux lames ; et si cette distance cat 
très petite par rapport a âf^, la force € qui les pousse l'une vers l'autre 
sera en raison iaverse du carré de cT. 



Si ron.£ûl racoMsivement ;i*'saar ' 9r et^ar«*- ^ n *J^ w^ dttûs 

rëtqnatîoti (î5), ce qui répond' à «zss^ et à>'= ap, et qu'on né- 
glrge le carré de Pp on en dédtdra 



•^ ' • . 1 . 
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En déreloppant la formule (19) suivant les puissances de G' — 8^ juft* 

qu'au carré inclusivement ^ et mettant cos- £ à la place de e^ on 

trouve 

^ 2 

d'où Ton tire 

COS l es -y;-. 

Pour que l'angle i soit réel, il suffirait qu'on eut J^^av*; mais notre 
calcul suppose très petite la différence 0' — 0; ce qui exige que 

z soit aussi très petit, et, par conséquent, que — le soit égale* 



ment. En supposant donc que la distance ^ surpasse a(^% et soit néan- 
moins très petite par rapport à ai^, l'équilibre dont il a été question 
dans le numéro précédent pourra avoir lieu; et, dans cet état, 
on aura 

pour l'élévation du liquide et pour l'expression de la force qui tend à 
écarter les deux lames l'une de l'autre. 

Dans ces deux formes du liquide , la force € s'évanouit à la limité 
qui les sépare, c'est-à-dire quand J^=^au^, et k est le même pour 
toutes les valeurs de.eT. Si la distance J^ surpasse d'abord ai^, que la 
seconde forme s'établisse , et qu'ensuite on rapproche les deux lames , 
de sorte que J^ devienne moindre que ai^*, la première forme suc- 
cédera à la seconde, et la répulsion se changera en attraction. 

(100). En rapprochant ce résultat de celui que nous avons trouvé 
précédemment pour le cas où il existe un point d'inflexion entre les 
deux lames , on voit que , dans «l'exemple que nous examinons , le 
liquide peut prendre deux figures d'équilibre différentes, pour une 
même distance cT très petite par rapport à a. L'une de ces figures 
sera , à très peu près , une parabole cubique ( n^ 9^ ) ; elle subsis- 
tera , quelque petite que soit la distance J^, et les deux lames se 
repousseront constamment^rvee une fovce indépendante de cT et égale 
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k gpla* (q!" 96). Dans Tantre figare, la conrbe du licpide sera de 
deux natures différentes, selon qnW aura cT > a(^ ou «T < ^f^ 
entre les deux lames; elle sera tout entière au-dessus du niveau , 
et ne présentera ni inflexion ni point où la tangente soit horizon- 
tale; elle fera partie d'une parabole cubique , quand J^ surpassera 

av^ , et d'un arc de cercle , d'un rayon égal à - «T, quand J" sera 

moindre que ap*. Dans ce changement de courbure, la force e chan- 
gera de signe; k mesure que S diminuera, elle croîtra ou décroî- 
tra , abstraction faite du signe , suivant qu'on aura ^ ^ ai^* ou 

Mais, laquelle de ces deux figures différentes le liquide prendra- 
t-il effectivement? 11 y a lieu de croire que si l'on a d'abord placé 
les deux lames parallèles à une grande distance l'une de l'autre, en 
sorte que le liquide se soit élevé près de l'une et abaissé près de 
l'autre, et qu'ensuite on les ait rapprochées graduellement jusqu'à 
ce que la partie horizontale du liquide , comprise entre elles, ait 
disparu, ce sera la première figui*e, présentant un point d'inflexion, 
qui s'établira. Mais, au contraire, le liquide s'étant élevé près de 
l'une des lames , si l'on plonge l'autre verticalement dans la partie 
courbe du liquide, on peut croire qu'alors la seconde figure aura 
lieu, et qu'il ne se produira pas d'inflexion. 

Le changement de répulsion en attraction qui a lieu dans le cas de 
la seconde figure, quand la distance cT diminue convenablement, 
fournit l'explication d'un phénomène observé par Haiiy et cité dans 
la Mécanique céleste (^). Ayant plongé dans l'eau une lame d'ivoire, 
le long de laquelle le liquide s'est élevé , et une feuille de talc lami- 
naire, substance non susceptible d'être mouillée par l'eau, il a ob- 
servé que ces deux lames se repoussaient tant que leur distance mu- 
tuelle dépassait une certaine limite , et qu'elles s'attiraient , au 
contraire , lorsque leur distance était moindre. Il serait à désirer que 
cette expérience curieuse fût répétée ; et pour que l'observation fut 
complète, il faudrait vérifier qu'en plaçant d'abord les deux lames 
parallèles à une assez grande distance l'une de rautre , et les raj>- 



■*«— ^ 



O Supplément à la Théorie de V Action capillaire, page 47- 
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prochant ea^te avet précautioai k oourbe du liquide présenterait 
une inflexion î qui se mainiiâiidrait ^ ainsi que la forée r^polsive, 
^quelque petite^ que devienne la dialance des deux.lamea* 

(iot)% OccuponSHious «tuelienient d'un antre genre de questions. 
Supposons qu'un volume donne d'un liquide soit compris entre deux 
plans horizontaux, et proposons-nous de déterminer la surface laté- 
rale de ce liquide. Son équation différentielle sera 

H étant la constante relative à la matière du liquide , A et A' les rajons 
de cotirbure principaux en un point quelconque M de sa surface, FI la 
pression atmosphérique , p h, pression intérieure qui a lieu à une dis* 
tance de M , insensible , mais plus grande que le rajon d'activité mo- 
léculaire. En appelant z l'ordonnée du point M, verticale et dirigée 
de bas en haut, p la densité du liquide, g la gravité, et € une cons- 
tante arbitraire , on pourra représenter la valeur de p par 

et aucune partie plane de la surface du liquide n'étant soumise à la 
pression de l'atmosphère , la constante € ne sera pas nulle , et sa va- 
leur devra se détermine^ d'après le volume du liquide. Si les deux 
plans horizontaux entre lesquels il est compris sont parfaitement ho- 
mogènes, et quon fasse abstraction des sinuosités de leurs superficies, 
il est évident que la surface latérale du liquide sera une surface de 

révolution , qui aura son axe vertical. D'après l'expression de «^ «f^ ^ 

relative à ce geore de surfaces, l'équation (a) deriendra donc 

de''^'t\ dt^Jdt , g a« ... 
T-l h 36 — ^» (*) 






'+*; 



en désignant par t la distance du point quelconque M à l'axe de 
figure, et faisant H =3 gfa\ Selon la règle que l'on doit suivre 
pour déterminer le signe ambigo du dénominateur dans l'exprès- 
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sioD de - H — ? (a* 49)> U faudra prendre le radical V/ ï-+- jS ^vec 

un signe conlraice -h celui de dif h, différentnik dz étant positive 
dans toute la longueur de la génératrice. 

A l'extrémité supérieure de cette courbe , je d^ignexai par cp l'angle 
que fait la normale extérieure avec la Verticale tirée en sens contraire 
de la pesanteur y et a l'extrémité inférieure, j*appellerai o)' l'angle 
compris entre la normale extérieure et la verticale menée dans le 
sens de la pesanteur. Ces deiu angles seront don^sj et, par exemple, 
chaque angle sera égal à deux droits, quand les deux plans auront été 
préalablement mouillés par le liquide* Je congidéperai, par Uânile, un 
cas dans lequel l'un de ces angles est aigu et l'aufreobtus ; maiiileiianti 
je supposerai qu'ils sont tous les deux aigus ^n tous les deux- obtusi 
la courbe sera alors , dans toute sa longueur, concave ou convexe .^u* 
dehors, et il y aura un point C pour lequel sa tangente sera verti- 
cale. Je fixerai en ce point TorigiYte de la variable z, et je dési- 
gnerai par h la valeur c0Frfli4fK>ndiiate à^ t, eu sorte qu'on ait à 
la fois 

7 dz 

t = n, z=zo, ^=00. 
Il en résultera 

y étant le rayon de courbure de la génératrice au point C , que l'on 
regardera comme positif ou comme négatif, suivant que cette courbe 
sera concave ou convexe en-dehors. On a pri^ — k pour l'autre 
rayon de courbure, c'est-à-dire que Ton a considéré le radical 

i + 2F ^^"'^^^ négatif, parce que la ligne de courbure circulaire 
à laquelle il répond tourne sa convexité en-dehors. 

Soient r et r' les rayons des cercles, de contact du liquide avec les 
plans supérieur et inférieur, et et et a' leurs distances au plan hori- 
zontal passant par le point C ; à Textreinité supérieure de la généra- 
trice , nous aurons 

/ = r, ff^eift, j-Hsinaiy/f 4- ^ŒO^ , ,(f) 



/ 



3o4 NOUVELLE THÉORIE 

et, à son extrémité inférieure, 

le signe des radicaux étant le même que dans l'ëquation (b). 

Appelons enfin m la valeur moyenne de ^^ et A: la distance mutuelle 
des deux plans qui comprennent le liquide; son yolume pourra être 
représenté par Trm^k, et Ton aura 

« + «'=*, I ^t^dz = rn^k. (e) 

Les équations (b), (c), (d), (e), sont celles qu'il s'agira de résoudre 
par approximation; mais, pour cela, il faudra procéder différem- 
ment y selon les dimensions du liquide. Je les supposerai d'abord très 

petites par rapport à a , en sorte que — et -, et , par suite , 

- et - , soient de très petites fractions. 

(los). Dans ce cas, je multiplie l'équation (b) par tdt, et j'in- 
tègre ses deux membres; il vient 

dz 

dt . ^.. . ^, ^z 






^&e^C'=^^^ft^dzi u) 



et si Ton suppose que l'intégrale ft^dz commence avec z, la constante 
arbitraire C' aura pour valeur 

En combinant les équations (c) , (d) , (/) , on en conclura 

ffr* + C — r sin « = ^ — -, r* fdz, ] 

a* ay o ' y ( \ 

ffr'*+ff'-/'sin«'=: — î^*— ly^—V^z; j 

et en retranchant ces équations (g-) l'une de l'autre, et ayant égard à 
la seconde équation (e), on aura 

C(j* — r'*) = rsin «» — / sin «' -f ^ («r» -h «V — Awf); 
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résultat qui coïncide avec l'équation (6) du n* 8a , en observant que , 
d'après les expressions de p qu'on a employées dans les n^' 81 et 10 1, 
la constante b doit être la même chose que a*€^a\ 

Dans une première approximation , je négligerai les termes divisés 
par a*; ce qui réduit l'équation (f) à 



v/ 






d'où l'on tire 



^,-1 jCe+Odt 



Le radical V i + ^ ayant un signe contraire à celui de dt , et "la . 



différentielle d» étant positive , la quantité 6t* + €' est aussi positive; ;* / ^ 
par conséquent, le radical contenu dans l'expression de iiz devra être 
de même signe que dt» 

Cette formule s'intégrera toujours au moyen des fonctions el^* 
liptiqnes, et^ dans quelques cas, au moyen seulement des arcs de 
cercle et des logarithmes. La valeur de z que l'on en déduira sera 
le premier terme d'une série ordonnée suivant les puissances de 

^ , qui sera d'autant plus convergente que les dimensions du liquide 

seront plus petites par rapport a a, et dont on formera autant de 
termes que l'on voudra , par la méthode des approximations succès-* 
sives. En faisant successivement ^= r et ^ s=: 7^ dans l'expression de z, 
on aura celles de ce et — a^; et, cela étant, les quatre équations (e) 
et (g) feront connaître les valeurs de r, /, h et y. Par conséquent, il 
ne restera rien d'inconnu dans l'expression de 2 , qui sera la solution 
complète du problème. 

Si l'épaisseur A; de la goutte est très petite, non-seulement à l'é- 
gard de a, mais aussi par rapport à sa largeur, la génératrice de 
la surface latérale du liquide se confondra, à très peu près, avec 
son cercle osculateur au point C. C'est, en effet, ce que Ton dé-* 
duit de l'expression de dz; car, dans ce cas, le rayon ^ de ce cercle 
est très petit par rapport au demi^liamètre A de la goutte; on a. 
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à peu près, 

si l'cm fait 

la variable if sera aussi très petite; on aura, à très peu près, 

et, par conséquent, 

à cause de z=:o, quand ^=sÂ ou ^=0. On regardera le radical 
comme positif, selon qu'il s'agira d'un point situé au-dessus ou au- 
dessous de C ; la variable t' aura le même signe que > ; et , pour 
vérifter l'équation {f)^ il faudra prendre 

en ayant égard au signe que doit avoir le radical 1/ 1 4- _ dans 
cette équation. On aura, en même temps, 

ft asrm 



' ^ cos m 4- cos •' ' 



pour les valeurs approchées àe h et y. 

(io3). Pour appliquer les équations (/) et (g) au cas d'une très petite 
goutte de liquide posée sur un plan horizontal et libre à sa partie supé- 
rieure, il suffira de supprimer le pian supérieur où l'on supposait que le 
liquide venait se terminer, et de faire , conséquemment , r =£: o. L'in- 
connue r sera remplacée par l'inconnue k , qui ne sera plus donnée 
comme précédemment, et qui représentera la hauteur du sommet 
de la goutte au-dessus du plan inférieur; à ce sommet, le plan 
tangent .sei!a horizontal , et ea égal à zéro* Je supposerai l'angle (J 
aigu, de sorte qu'il s'agisse par exemple;, d'une très petite govtte 
de mercure non oxidé, posée sur une plaqœ horisontale de vore, 
et qui sera convexe dans toute la partie qui n'est pas ea contact 
Avec le plan inférieur* 

JEU faHMtnt r^sx(^ dans k première éqnatkm (g^), ^n v^t que ^' 
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sera une quantité très petite qui aura a^ pour diyiseur; ce qui exige 
que y diflere très peu de h. Soit donc 

y h a» ^ 

y* étant une nourrie inconnue : nous aurons 

a' 






La valeur de z serait \/h^ — /• , si Ton négligeait les termes di- 
visés par a*; je ferai donc 



^s/w:::zï^j^'}!L 



En substituant ces différentes valeurs dans l'équation (y^, les termes 
indépendans de a* disparaîtront j et si Ton multiplie les autres par 
a^y et qu'on supprime ensuite ceux qui auront encore a* pour divi- 
seur , on aura 

Au sommet de la goutte, on a <s=soj il fiaradra donc qu'on ait 

> — T- 

On aura ensuite 

lihtâl 



dussz 



3 v/s^ir?(^ + i/ s^^^iT?) ' 



en intégrant et observant que u = o quand ^ =s o , on aura la 
valeur de u ; et en la substituant dans celle de s , il en résultera. 



pour l'équation de la courbe génératrice qu'il s'agissait d'obtenir. On 
se rappellera que le radrâal doit être pris avec le signe -f- , au-dessus 
du point C, et avec le signe -^, au-dessous; au sommet de la goutte 
ontforaestso^ xaardi, etii UImmb, < t» r', a = -^«'; et il en ré- 
sultera 
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I . /n 3Ï . a*' 1 * -- V^** -- »'• 

*' s VA' — /" 4- gjr log ^4; î 

}e radical V^* — ^* étant regardé comme une quantité positive. 
Il reste encore à déterminer h et /. Or , en faisant 

dans la seconde équation (g) , elle devient 

dans l'étendue de cette intégrale , on peut prendre 

à cause qu'elle est divisée par a* ; on aura donc 

r"- kr' sin «' = ^^^^^-^ (A+ VF:;^ J 
par conséquent la valeur approchée de /^ sera 

/^ === A sin «' H- î*!ii±^2L4f2îl£ , 

excepté lorsque ai' sera zéro ou très petit : dans le cas de oi' = o , 

par exemple , on aurait 

, a** 

En appelant € le rayon de la sphère équivalente au volume de la 
goutte de liquide , ou -^^ ce volume , la seconde équation (e) sera 
la même chose que 

D après la valeur de z, et en ayant égard nu signe du radical qu'elle 
renferme ^ on a 
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OÙ l'on regardera le radical vA* — r* comme une quantité positive. 
Si Ton ajoute les valeurs de ces deux intégrales , on aura celle de 
l'intégrale qui entre dans l'équation précédente ; et d'après la valeur 
de «^ cette équation deviendra 

Si l'on j substitue pour r^ sa valeur , et qu*6n en tire ensuite celle 
de h, il vient 

hssên + — r (i + cos* a' — 2 cos' «' -^ a cos* 0') , ■ 
en faisant , pour abréger , 

3-4-5 cos û»' — cos^ «':;si 4-. 

Cela étant , si l'on ajoute les valeurs de cl et a' pour avoir la hauteur 
k du sommet de la goutte au-dessus de sa base p et qu'cm y mette 
pour r' et A leurs valeurs^ on aura 

A: = «n (i H- cos »') •+- ^~ logsin - »' . 

;-^(i -4"COSû>')(a cos*ûi'-t-5 cos*â>'-f- 4 cos»'— • i). (h) 

Si Ton avait mesuré directement la hauteur k d'une gouttelette de 
noercure, d'un volume ou d'un poids connu, cette équation {h) pour- 
rait servir à déterminer Tangle m' relatif au contact du mercure 
avec le verre sur lequel il est posé ; mais une petite erreur sur le 
poids en produirait une trop grande sur la valeur de m' ; et il vau- 
dra mieux employer à cette détermination la hauteur bbservée d'une 
goutte très large ^ dont nous donnerons tout à l'heure l'expression 
en fonction de l'angle dont il s'agit. 

(io4)* Considérons maintenant le cas où les dimensions horûson- 

27 
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taies du liquide sont très grandes par rapport à son épaisseur verti- 
cale. Je multiplie alors Féquation (b) par dz, et j^întègre ses deux 
membres ; ce md donne 

. p z^ I l dt 

On n'ajoute pas de constante arbitraire, parce qu'on suppose que l'in- 
tégrale contenue dans le second membre commence avec z, et qu'au 

dz 

poipt C, on a 2 = o et ^ = o. En verMi *d€S équations (c) <tt (d)^ M 
en ayant égard a^ signe contraire à celui de dt, que le radical 

i/i -f- ^ doit avoir ^ sa valeur sera — - à l'extrémité supérieure 
de la courbe , et — 7- à l'extrémité inférieure : («1 >ces 4etik 



00s tt 



points on Kum donc 



A 



\^a — — = cos cù 

ù 




-«' dz 
«'• ^ . I dt 



a&u' 4* ^7 «c oos si' -4* 




(0 






La variable ^ étant très grande pour tèus les |R»nts de la sur- 
face latérale du liquide , nous pourrons , dans une première approxi- 
mation , négliger les intégrales <]ue contiennent tes trois équations. 
En résolvant la première par rapport à ^^^ on aura , de cette ma- 



nière 



/" 



,p--«)«/^ 






et comme , d'après l'équation (k) et le signe du radical y i 4- -^ ^ 

le numérateur de cette formule 6St ée même mjgot qut cft ^ il lîNufaiL 
tM»Mdét*er wm dénonitnatear'^Mmiinè ttoe <fMMilë p<mti?e. OnjHnirra 
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toujours la réduira en fowctioiift eftipliqiiM? nai» je lappoéenâ Y^ 
paisseur du liquide, et par suite rordonnée z, très petite par rapport 

à la constante a ; négligeant en conséquence la fraction —^ intégrant 

et observant qu'on a / s= A quand 2 = o , il vient 

Nous naoe arrèlerons à* cette valeur de t , dans laquelle il restera k 
déterminer les constantes A et f. Or, les équations (|i) donnent, à 
très peu près , 

^a es cps »f ^'af':s;i eos t»' ; 
&oix Von tire 

en supposant a'' sn- m , pour plus de simpKcitié. Je 9ru]^K>serai aussi 
que ct> diffère beaucoup d'un, angle droit j ^ sera alors une ligne très 
petite , comme, Tépaisseux A: ; il en résultera , k taris peu. près, 

/ * , ^■rfz 55: (^A — j * 4- -j^ — r- (v-« 34» Ht ^n ^ » 

et Ton déduira de la seconde équation (e) , 

k k 



m 



2 C0S4i 



5 — — (tt — aû> + siu 2eû). 



(io5). Si l'épaisseur k du liquide n'est pas donnée, mais qu'il soit 
chargé d'un poids 4r posé sur le plan supérieur qui le termine , il 
faudra , pour déterminer k , recourir à ^équation (7) du n^ 82, dans 
laquelle on mettra a*€ + ^' à la place de la constante b , ainsi qu'on 
Ta dit précédemment (n^ 102). En ayant égard aux valeurs de € et a^ 
on aura alors 

équatioR' dans laquelle r est la valeur de i qui répondra z ss a. 
Â cause que k est très petit par rapport à m, on pourra prencbe m 
pour eette valeur de r; et comme on a aussi supposé k très petit par 

27.. 
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rÂp(>ort à £^>«oii poiimi redairé Féquatioii précédente à 

narz=z j ; 

d'où l'on tire 

en appelant s^ le volume Km^k du liquide. 

Lorsque l'angle ùù sera obtus ^ il faudra ^ pour que cette valeur de k 
soit réelle et que l'équilibre soit possible ^ que le plan supérieur, au 
lieu d'être chargé d'un poids donné, soit, au contraire, tiré de b^s en 
haut, ce qui rendra <tff négatif; il faudra, par exemple, que ce plan 
soit suspendu au plateau d'une balance, et qu'on place le poids 4r 
dans l'autre plateau. Quand on sera aigu, le poids 9 devra agir dans 
le sens de la pesanteur, et sera alors une quantité positive. La dif- 
férence de ces deux cas tient à la figure du liquide, concave dans 
la première hypothèse, et convexe dans la seconde. La valeur de k 
variera, pour un même liquide et entre les mêmes plans, suivant la 
racine carrée du rapport du poids gpt^ du liquide à la charge positive 
ou négative. Il serait intéressant de vérifier ce résultat par l'expé- 
rience, en ayant soin de prendre la charge très grande, par rapport 
au poids du liquide, et la largeur du liquide aussi très grande rela- 
tivement à son épaisseur, sans quoi la formule précédente ne serait 
pas applicable. 

Si les deux plans ont été préalablement mouillés par le liquide , 
en sorte qu'on ait 0) = ^, et si l'on met — (p au lieu de 48*, il en 
résultera 

Ce sera la mesure de Teflort qu'il faudra faire pour séparer ou écar- 
ter Tun de lautre deux disques horizontaux, entre lesquels il existe 
une couche de liquide, d'une très petite épaisseur k et d'un très 

grand rayon m; la quantité -r- étant, à très peu près, la hauteur 

à laquelle le même liquide s'élèverait dans un tube vertical d'un 

rayon égal à k. 

. (io6). Supprin^ons actuellement le plan supérieur, supposons 
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l'angle oJ aigu^ et proposons -nous de déterminer la' figute d'une 
large goutte de mercure^ par exemple, posée sur un plan horizon- 
tal de verre. La hauteur k du sommet de la goutte au-dessus de sa 
base sera inconnue ; nous la supposerons très petite par rapport à 
sa largeur, mais non plus, comme précédemment, par rapport à la 
constante a. 

Jusqu'à une petite dislance du bord de la goutte, sa surface sera, 
à très peu près, plane et horizontale; on pourra négliger, dans 

l'équation (i), le cube de -^ et le produit jji js J ce qui la réduit à 

Si Ton désigne par tt la valeur de z qui répond au sommet de la 
goutte, par jx une autre constante inconnue, et qu'on fasse 

on satisfera à cette équation et aux conditions 2 = a et -^.==0, 
quand < = o , en prenant 

ainsi qu'il est facile de le vérifier iTrete représentent, à l'ordinaire, 
le rapport de la circonférence au diamètre et la base des logarithmes 
népériens. , Pour des valeurs de t très petites par rapport à a, on 
pourra développer cette intégrale définie en série convergente or- 
donnée suivant les puissances de t^, et en s'arrétant au second terme, 
on aura 

zsssa — — : 

d'où il résulte, que fi sera positif et représentera la grandeur du 
rayon de courbure du liquide à son sommet. Quand, au contraire, 
t sera très grand par rapport k a, on pourra calculer, d'une autre 
manière, la valeur de l'intégrale définie. En effet, on a 

1 1/5 , t {/Z atV'â . , I , 



cos 4 



3i4 ifoin^Ei^ TUËoiui: 

4 donc oa £u| 
on en ooDcloora 

Après avoir développé ^— ^ ac*) ^ suivant le& puissances àe a^ ^ on 

aura nne suite d'intégrales de la forme / e^'^x^dx^ qui pourront 

s'étendre^ sans erreur sensible^ depuis zéra^ jusqu'à l'infini, à cause 
de I4 grandeur de h^ et dont on. obtiendva ensuite facilemeot les va- 
leurs ; il en résultera une sériç ordonnée suivant leGi puissances néga- 
tives de 6, qui sera très convergente , du moins dans les premiers 
termes. En s'arrétant au premier, et (Aàervant que 

on aura 






%t, par conséquent, 

t i/î 

Ce sera Féquation de la surfiice de la goutte, à une grande distance 
de son sommet, pour laquelle, cependant, le plan tangent soit encore 
très peu incliné- 
Au-delà de cette distance, j'emploierai, pour déterminer la courbe 
du liquide, l'équation (A:), de laquelle je retrancherai la première 
équation (f). En mettant pour C sa valeur, et faisant cosâ>=: i, il 
en résultera 



a* — («e — z)^ 



S: 
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c«nie*â«tiùèl«&AégMlle«»iiiiMtiçWMtii«kt«ttittft ii iesbr-fib, «e^^t-Si^fire ati 

sommet âe la goutte 9 OU Ton t -7-= o. !Dans tonte son etendne, la 
quantité comprise sous le signe f est très petite, soit à cause du facteur 

j , soit à raison du diviseur t. ïln négligeant donc cette intégrale, 

Èosimt is = j^' -)-> — , et négligeant ausisi le terme divise par fA*, dans 
une première approximation , on aura simplement 

d'où Ton tire 

f«-J«:)ï/atf*— (et— «')* 

Gomme a — ;s^ est positif, et que le numérateur de cette formule est 
de même signe que ^ , ^après Féquation précédente et le signe de 

y I + -j^ , il s'ensuit qu'il faudra regarder cpmme positif le radical 



\/aa* — (a— z')*. En^n'tégrant, On aun 



- ;7= log — r V —^ î (n) 

/ étant la constante arbilraire, laquelle représentera Je deai^dia-* 
mètre 4e la goutte dans sa plitis ^grande largeur, qui répond ii zfbso, 

ou z' = , et a TT = 00 • 

On pourra, si Ton vtBiit, pousser plus loin Tapinroximation ; mais 
nous nous bornerons ^tux formules ^/), "(m) et (t^, qui feront con- 
naître la figure du liquide «dans toute son étendue, après toutefois 
qu'on aura déterminé les valeurs des constantes /^, ce et l, et de 
k tonstâttté it\ tiéces^aiï^ pCfttr lïVotr la bautetfr k ^u à -^ af dn 
sMtttHet 4e lu gOuVte itûnlelssus de 'sa Sxase. 

( I ô^). Pdur y parvenir, j'observe que les équaâons (m) et (h) ont ïîeu 
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en màme temps et doivent coïncider pour les points qui répondent 
à des coordonnées ^ et z très peu différentes de l et et. Or, en né- 
gligeant le carré de ee — - z' dans 1 équation (n), faisant, pour abréger, 

et obsei*vant que a H — diffère très peu de a, comme on le verra tout 
à l'heure, cette équation devient 

_ t 

on, ce qui est la même chose, 

a H z = — 2.-^ e 

A» i + V^a 

D'un autre côte , pour des valeurs de t très peu différentes de l ou de 
/', l'équation (m) peut être remplacée par celle-ci : 

» * 

«•H--— zaw 2L=^ 1/ <> ; 

pour qu'elle coïncide avec la précédente, il faudra donc et il suf- 
fira qu'on ait 

ce qui fait déjà connaître le rayon de courbure fi. 

Si l'on met dans la première équation (i), au lieu de ^, sa valeur^ 
et qu'on y fasse cos a» s=s i , il vient 



^^til+^./^e 



-f. 



On peut négliger la partie de cette intégrale qui répond aux points 
de la surface où le plan tangent est très peu incliné; dans l'autre 
partie , on peut aussi mettre simplement ï au lieu de t ; elle s'é- 
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•tondra' -evtôtiite depuis jebo jixsqa'à une valeur de z très peu dif- 
fëreate de m y tplle que is = a , par exemple ; et comme on a dans 
cette «ecovide partie » k très peu près , . 



v/ 



^^ (^ — *) K / 1 7 Ta 



il eo résultera 






^(a\/^-.). 



On aura donc 



:;; + — = » + 3? (3 va — i) ; 



.« 



d'où l'on ijre 






«• . «• 



= « — - + 577(2^3— i), 



^pour la valeur appro(;hép de». 

On aura de même , à très peu près , 



•1 






et si l'on ajoute , membre à meiphre^ les deux équations (/); on en 
conclura 






.çequi.dopne. . , ..li ,, ,\ ■■f.,^,^^ : ■ , ,. ■. , ■ 

' * ^ a V2 cos - o) h ( 1 — sm' -ûi'J , \p) 

pour l'expression de la hauteur de la goutte. "' "'* ' 

Si l'on a mesuré directement le diamètre de la goutte, on en prendra 

28 
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U moitié pour la. valear de l ; quand sou poidaou sonvotume aan 
dmiDé» on en déduira /au odoyen de la seconde équation (e), ou, 
plus simplement, au moyen de celle qu'oa obtient en retrandunt 
les équations (g) lune de l'autre; ce qui donne 



en appelant p le volume de la goutte ^ faisant r s= o , et mettant 
pour € sa valeur: r^ est ici la valeur de t qui répond k z^= — af, 
en sorte que l'on a, à très peu près^ 

L'équation précédente devient aussi , à très peu près , 

TTT^^a \^2 cos iû>'= U'+'Tra^r^ sin 0/ — (i — sin' -fl*'^ , (p) 



P''*''"^!^^'"**'''^*'^! 



en vertu de la formule (o). Elle donnera la valeur de r^, et, par 
suite, celle de /, lorsque les valeurs numériques àe i^, co', a, seront 
connues. 

(io8). M. Gajr-Lussac a trouvé 

pour la hauteur d'une goutte de mercure posée sur un plan de verre ; 

le rayon étant 

l = 5o"*", 

et la température ia^,8. D après le n^ 76, on a 

n* cos V= 4*5746^ 

à cette même température, en prenant le millimètre pour unité. Si 
donc on réduit d'abord la formule (o) à son premier terme ^ on aura 

(5,578)' cos (»'= (4f5746) (i + cos m') ; 

ce qui donne 
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On aura, en même temps, 

et, k cause de l'exponentielle e '^ 9 la quantité - sera tout-à-fàit 

insensible. Cela étant , si Ton supprime le deuxième terme de la 
formule (o), et que l'on mette dans le troisième ees valeurs appro- 
chées de €ê', l\ a, on aura 

, (5,778)» cos «^'=(4,5746) (1 H-cos »') + (o,5o98)co8 ©'; 

d'où l'on tire 

ûi'=45*5o', 

pour la Taleur ^mf k kqoeUe on pourra s'arrêter. 

Il résulte de là qQ*en fusant cot m'^ab, noua aurons^ à la tenip^ 
rature ordinaire, 

a* = (695^62) millimètres carrés , 6 = 0, 7009 1 , 

pour les valeurs des deux constantes qui entrent dans les diffi^ntes 
ficMinules de raction capillaire ; l'une relative à la matière du mercure 
non oxidé^ et l'autre a son contact avec le verre , ou [Jutôtavec la 
oouche d eau qui est toujours adhérente à la surface du verre (n* 75). 
Ces valeurs di£ferent un peu de celles de la Mécanique céleste, qui sa-- 
tisfont moins exactement è l'observation de M. Gay^Lussac; car elles 
donnent 5"^,596 (*), au lieu de 5"™,578, pour la hauteur de la goutte 
d'un décimètre de diamètre. 

(109). Voici les poids et les hauteurs de plusieurs autres gouttes de 
mercure que M. Gay-Lussac a aussi déterminées , et qu'il a bien voulu 
me communiquer. 

Poid* «a f niflwies. HMitiin en millimèttct. 

6,oi5 3,34 

3,370 .. 3,39 

3,865 3,25 

2,147 5>30 



«i 



(*) Supplément à la Théorie àe T Action capittaire, page 66. 



a8.. 
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ï 



y 



Poids en grammes. * Hanteors en inillimètres\ 

1,187 ........... ^... ..'..•.... -3,95 

o,8i3 , a,8o 

0,667 .-. :...'..:-... 2,71 

0,507 a,52 

0,255 .• 2,19 

0,095 '. ; 1,78 

o,o59 1 ,66 • 

o,o5i . . . .^^. . . . • . , i,§8. 

Dans toutes ces mesures, faites à la température ordinaire, M. Gay- 
Lussac a remarqué que Tangle compris entre la surface inférieure de 
la goutte et son image dans le verre qui la supporte, était très sensi- 
blement un angle droit; ce qui donnerait cù'=z/^S^. 

Ces hauteurs croissent de moins en moins à mesure que les poîdi9, 
et, par conséquent, les largeurs deviennent plus considérables ; mais 
la formule (o) montre de plus que quand le diamètre est devenu 
très grand , les hauteurs finissent par décroître avant de parvenir à 
une grandeur constante, qui sera exprimée par le premier terme 
de cette formule. Dans le cas du mercure, cette hauteur extrême 
est 5""î,55i8 : ce serait la hauteur d'une goutte de ce liquide dont 
on regarderait le diamètre comme infini. 

Si l'on veut appliquer les formules du n** 107 à la première de 
ces mesures, il faudra prendre 



I 



770.6013 ... 

pour le volume de la goutte, exprimé en millimètres cubes. Au moyen 
de cette valeur et de celles de a et 6 ou cos a>\ l'équation (p) donne 

r^ = 6""",8687. 
On aura ensuite 

/=7««,io97, f*= i6»^i4, 
pour le demi-diamètre et le rayqp de courbure de la goutte; et si l'on 
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calcule sa hauteur au. moyen de la lormule (o), on troùye - ' 

A-=:3— ,1996. 

- i 

La différence avec robservation , tfui s*élève à o^^^a , peut être at- 
tribuée au calcul d'approximation. 

La formule (o) serait toul-à-fait en défaut si l'on en faisait l'ap- 
plication aux hauteurs des autres gouttes; et déjà elle ne donne que 
3°*",55, au lieu de 5"°, 29, pour la hauteur de la goutte dont le 
poids est 58,57. Toutefois, les plus petites gouttes ne le sont point 
encore assez pour qu'on puisse recourir à la formule (h) ; car celle-ci 
ne donne que i°",28, au lieu de l'^^jSS, pour la hauteur de la plus 
petite goutte, dont le poids est ob,o3i. 

(iio). L'analyse précédente peut aussi servir à déterminer l'élé- 
vation ou la dépression d'un liquide dans un tube vertical et cy- 
lindrique, dont le diamètre n^est plus très petit, comme on le sup- 
posait dans le chapitre IV, et est, au contraire, très grand par 
rapport à la constante a relative à la matière du liquide. 

Si l'on compte les z positives à partir du niveau extérieur du li- 
quide, et toujours en sens contraire de la pesanteur, la constante 
€ sera nulle ; et en appelant h Tordonnée du point où la surface 
du liquide coupe l'axe du tube, et y le rayon de courbure en ce 
point, considéré comme positif ou comme négatif, selon que le li- 
quide sera concave ou convexe , on aura 






a" 



On mettra A et —^ à la place de a et ^ dans les équations (/) et 
(m); la dernière, dont nous aurons seulement besoin, deviendra 



y V2«- .V^2 






"e- 



elle appartient , comme on a vu ^ aux points de la surface pour les- 
quels t est très grand par rapport à a, et où, cependant, le plan tan- 
gent est très peu incliné* A- l'égard des points situés entre ceux*^ et 
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le tabe, on empknea l'équation (A), qui dstienidni 



(^— &>) _ I r s"^ 



(î) 



en fuisant commencer l'intégrale à 2 asx A , et obsenrant qu'on a 

^ S£= o pour cette valeur de z. Cette intégrale sera une quantité 

très petite^ que nous négligerons , ainsi que le terme diviM par >% 
en intégrant cette équation* On aura alors 



a» — z' 



\/'+ï' 



é&ac 



7? < a^\ on aura aussi 






et comme dz est de même signe que z p et que dt est positif, il fau- 
dra^ par conséquent, regarder comme positif ce nouveau radical. En 
intégrant, il vient 

< = Z4- V/aa*— z*— v/aa*— c* + — _ log ) ^^-J;. ^ ■— f ; 

Z étant le demi-diamètre du tube, et c la valeur de z qui répond k 
f = Z, laquelle sera de même signe que z. Pour les points dont l'or- 
donnée z est très petite par rapport ha, cette équation donnera 



e , 



en négligeant le carré de z , et faisant, pour abr^er. 
Gela posé , si l'on compara cette expression de 2 à la prëtédente p 
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appliquée aux poiiris qui rëpondent à des râleurs de t très peu difie- 
reutes de / ou de Z^» on en conclura 

/^l/; 



^nséquent 

e 



^ 4\/rt/acV/ â? ^ 7 



aV^â + l/ao»— c» 



Il restera à déterminer la valeur de c. Or, si Ton appelle co Tangle 
relatif à la matière du liquide et du tube, c'«t->ÀHiire l'aigle compris 
eutre les normales a leurs sorfaoes • obtus 00 aî^rn . selon rmp U K. 



'abaisse 



\r + % 



zszsmc^. 



pour la valeur particulière ^ = Z, à laquelle cet angle répond. En fai- 
sant donc / = / et 2 = c dans l'équation (q) , il en résultera 



— si» r ^* 

— ---=:Sinû>— I ■ 



en continuant de négliger A% à cause de son diviseur >•. On négli* 
géra aussi la partie de cette intégrale qui répond ans points où le 
plan tangent est très peu incliné; dans l'autre partie, on fera sim- 
plement tz=zl' ; et comme jon a 



dz 
dt 



\/-+ë 



•Jv/ao*— ^, 



il en vësultera 
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en négligeant h*. On aura donc 

f 

4 

et en faisant 

et négligeant les termes divisés par l^, on en déduit 

c:= a V2 sin 9 + ,. . > (i — cos' fl). (r) 



Cette valeur de c sera de même signe que 8 f c'est-à*dire positive ou 
négative^ selon que co sera obtus ou aigu. Son premier terme coïn- 
cide, comme cela doit être, avec l'élévation du liquide le long d'un 
plan vertical, qui a été désigné par /.dans le n*^ 91. Il suffira de le 
substituer dans l'expression de h^ qui deviendra 



/Vî 



T 4\/TV/aV/û/'«ine --7- 

1 + 008 b ' 



w 



et l'on aura, en même temps , 

'^ « 

/'=;5/ + (i — cos fl)a V^3. 
(i 1 1). Dans le x^as du mercure et d'un tube de verre, on aura 

* 

et la formule (r), réduite à son premier terme, donnera 

Abstraction faite du signe , ce sera la hauteuï de la partie sensible- 
ment plane du mercure contenu dans ui)i vase cylindrique et ver- 
tical, d'un diamètre extrêmement grand par rapport à a, au-dessus 
de l'intersection de sa surface avec la paroi du vase. M. Gay-Lussac 
a trouvé i°,455 pour cette hauteur; la petite diflférencc 10^^,087 peut 
être due, en partie, au second terme de la formule (r) que nous 
avons négligé, faute de connaître le diamètre du vase, ou la va- 
leur de 2Z. 

Dans le cas d'un tube i)réalablement mouillé pat* le liquide qu'il 
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contient, on anra 

ce = i8o», ô = 45*, 

et la formule (r) deviendra 

Elle exprimera la hauteur à laquelle le liquide s^élève^ au-dessus de 
son niveau naturel, le long des parois verticales d'un tube ou d'un 
vase dont le demi-diamètre est supposé très grand par rapport à a. Si 
le liquide déborde le vase , cette valeur de c exprimera aussi la plus 
grande hauteur à laquelle le liquide pourra s'élever au-dessus du 
bord supérieur, en prenant pour l le rayon de la surface extérieure 
du vase. Comme l'exponentielle contenue dans la fonnule {s) décroît 
beaucoup plus rapidement que le second ternie de la formule (r), à 
mesure que / augmente de plus en plus, il en résulte que la courbure 
du vase peut encore influer sensiblement sur l'élévation du liquide 
près de sa paroi, et n'avoir plus aucune influence appréciable sur la 
partie centrale du liquide. Dans le cas de Teau , la valeur précédente 
de c , réduite à sou premier terme , s'élève à près de 4 millimètres. 

Pour comparer )a formule {s) à l'observation, je prends la hauteur 
de l'alcohol dans un tube mouillé de ce liquide et dont le rayon 
était ^ 

À la température de i&y et la densité du liquide . étant 0,815467 d« 
celle de l'eau , M. Gay-Lussac a trouvé 

h =5 o"»,5855, 

pour l'élévation du point le plus bas au • dessus du niveau exté«- 
rieur. Or, dans un tube caj^illaire préalablement humecté, et dont 
le rayon, est o™",6473 9 M. Gay-Lussac a aussi trouvé que le même 
alcohol s'élève à une hauteur de 9'°°',i8ii3. Ea mettant ces valeurs 
à la plaœ de <9t^ et h 4ftns la formule du n"" 56, on en conclut 

/i = ^«-,4635, _ 

paiir. la. confiante relative à cet alcQhol. Je substitue cette valeur et 

29 
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celle de l dans la formule {s) ; j'y fais en même temps 

siii = cos 6 = —7^ ; 
il en résulte d'abord 

et ensuite 

h :?a o**",5744 ; 

• » . 

ce qui ne diffère pas de l'observation de o"°",oi. 

(i i:}). Maintenant, supposons, comme dans le n"* 83, qu'un disque 
circulaire horizontal et suspendu au plateau d'une balance, soit d'abord 
mis en contact ayec un liquide , et qu'on le soulève ensuite graduel-^ 
lement, en augmentant, par de petites parties, le poids place dans 
l'autre plate^y. Le liquide s'élèvera en même temps, jusqu'à une .cer- 
taine hauteur, pour laquelle il se détachera du disque, et. re[M«ndra 
son niveau naturel. Désignons par A l'excès du poids placé dans le 
second plateau , sur le poids du disque , quand la base du disque est 
à une hauteur k au-dessus du niveau du liquide. Si le disque n'est au- 
cunement plongé dans le liquide , et que leur surface de contact soit 
la base entière du disque, nous aurons, d'après l'équation (8) du nu- 
méro cité, 

A = TTgfkr^ — wgfra^ cos (î + 4|) ; ( i ) 

r étant le rayon du disque , Tgfkr* le poids d'un cylindre du liquide 
qui a pour base celle du disque et k pour hauteur , a^ la constante 
relative à la matière du liquide, et cù l'angle donné qui dépend de 
cette matière et de celle du disque. Quant à l'angle i, il exprime 
l'inclinaison sur un plan horizontal de la normale OK (iîg. m), à 
la surface DOB de l'arête vive qui termine la base du disque, la« 
quelle normale est menée de dehors en dedans du disque par un 
point du contour supérieur du Kquide* Il est le même pour tous 
les points de ce contour ; mais quoique la courbe DOB soit ex- 
trêmement petite > et que le rayon r du point puisse être regardé 
comme constant dans toute l'étendue de DOB, cependant, l'angle i 
varie depuis zéro jusqu'à 90®, avec la position du point sur cette 
courbe :,il est zéro> loraque le point atteint ou snrpaaiescMQ'^»» 
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tréinité sopiérieiire D ^ c'est-ànlire lorsque le liquide s'étend jusqu'à 
la partie cjliodrique et verticale de la surface du disque ; il est un 
angle droit, quand le point coïncide arec rcxtrémîté inférieure B 
de larète vive , ou bien encore , si le liquide se terminait à la base 
du disque, en-deçà de sa circonférence, auquel cas le rayon r pour- 
rait ayoir une grandeur quelconque, moindre que le rayon de cette 
circonférence. L'angle û>, au contraire, ne variera pas avec la posi- 
tion de ; Ce sera l'angle KON , en supposant que ON soit la normale 
extérieure à la surface latérale AO du liquide ; il pourra être aigu ou 
obtus, selon la matière du liquide et du disque : on aura tou- 
jours û»^=:7F y quand le disque aura été préalablement mouillé par 
le liquide. 

La surface latérale du liquide sera une surface de révolution , 
asymptotique de son niveau naturel FG^ et ayant pour aie la verti«* 
cale CH menée par le centre G de la base du disque. Si l'angle » 
est aigu, conrnie dans le cas du mercure et d'un disque de verre ^ 
le liquide sera convexe, tant qu'il s'élèvera au-dessus du point D 
de l'arête vive. Dès qu'en soulevant le disque cette arête atteindra 
la surface du liquide, l'angle cù-^-^i augmentant, la convexité du li- 
quide diminuera de plus en plus ; sa surface sera plane et la même 
que son niveau naturel , lorsque i-j^ cà sera un angle droit , ou i 
complément de 0». Le disque continuant de s'élever, et Tangle i 
d'augmenter, le liquide deviendra concave, et sa concavité augmen- 
tera de plus en plus, jusqu'à ce que le point B de l'arête vive ait 
atteint la surface latérale du liquide , et que i soit devenu un angle 
droit. Cette surface, dans le cas de cù aigu, tournera sa convexité ou 
sa concavité par en haut, dans toute son étendue, et son- rayon croî- 
tra continueUement depuis la hase du disque jusqu'au niveau du li- 
quide. Dans le cas de cù obtus, le liquide sera toujours concave; la 
courbe OA tournera sa concavité par en haut, et son rayon croîtra 
depuis le disque jusqu'au niveau du liquidle , tant que ie liquide sera 
au-dessus de l'extrémité supérieure D de l'arête vive; il en sera en- 
core de même lorsqu'en soulevant le disque, l'arête vive aura atteint 
la suiface du liquide , et que cependant i -f- û) sera moindre que 9r ; 
mais dès que i -f- o) aura dépassé deux angles droits, il se formera un 
rétrécissement de la surface latérale du liquide. La courbe OA tour- 

29.. 
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nera sa concavité par en bas, depuis son extrémité sapérieure jus^ 
qu'en un certain point M, et par en haut, depuis M jusqu'au niveau 
du liquide ; et le plus petit rayon de cette sur&ce aura lieu au 
point M. 

Cela poséj il s'agira de déterminer, pour* un angle donné i, ïat 
valeur de A:, et par suite celle du poids A dont le rruuBimum répon- 
dra à l'instant oii le liquide se détachera du disque. 

(il 3). J^our cela, reprenons Téqaation de la surface capillaire de 
révolution , ou de sa génératrice , savoir : 

d^'^ tV^ diO dt M .V 

S = -. f KV 

dans laquelle t exprimera la distance d'un point quelconque de la 
courbe AO à l'axe CH, et % la distance de ce même point au plan FG, 
positive ou négative , selon que la courbe AO sera située au-dessus ou 
au-dessous de ce plan . D'après la règle suivant laquelle on doit déter- 

miner le signe du radical V/ < + -^ (^^ 49) ^ "^ ^^^^ positif dans toute 
l'étendue de cette courbe, excepté depuis jusqu'à M, quand ce 
point M existera , ou , autrement dit , il sera constamment de signe 
contraire à ^^, en regardant dz comme étant de même signe que z. 
Au point y qui répond à ^ = r et z = A:, on aura, en outre , 

dz 

dt 

= sin (/ + ^) y — == cos (£ -f- û)) ; 






de 

par conséquent, l'équation (2) pourra être remplacée par l'une ou 

l'autre de celles-ci : 

dz 



— sin (î -f- ai) -f^ 









^ ^ (5) 

'a 



V 



•+ * 



= — rcos (i 4- ») = -,fztdt. 



r 
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en supposant que les intégrales contenues dans leurs seconds mem- 
bres s'évanouissent quand z = A: ou ^ = r.. 

Je supposerai que le rayon r du disque soit très grand par rapport 
à la constante a relative à la matière, du liquide ; la variable t sera 
aussi très grande ; et , cela étant , je ferai usage de la première équa- 
tion (3). Si l'on y fait 

et si l'on observe qu'on a en même temps ^=oo^jS=:Oy ^sso, il 
en résultera 



/: 



.sin-.--.= f — r=^» (4) 

pour l'équation d'où dépendra la valeur de k. 

Dans une première approximation, je néglige son second membre 

et celui de la première équation (3). En retranchant l'une de l'autre, 

on aura 

1 . t 



V' + Â^ 






d'où Ton tire 

dt Z ^ y — r r ,^ (x* — a*) dz 



v/ 



• + A. 






en regardant le radical V^aa*— z' comme une quantité positive. La 
valeur de t qui résultera de l'intégration pourra s'écrire ainsi : 

en disant, pour abréger. 



|/a a|/a + Kaa*— «• 

et observant que tzsir quand z:=sk. 
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Oa aura ^ «a niâme temps ^ 

k^s^ a Va sîn p. 

Le maximum de cette quantité répondra k iss-^rr et sera égal h 

a s/'x sin - gd. Le point M répondant à ^ = oo ^ a sera son ordon-* 

née. Pour que ce point existe, il suffira et il sera nécessaire qu'elle 
soit moindre que la valeur de A: ; ce qui aura lieu lorsque l'angle m 
sera obtus y ainsi que nous l'avons dit précédemment. En appelant i 
la distance du point M à la base. du disque^ quand elle es€ le plus 
élevée, on aura 

J^ = a(^ V^a sin -/» — i\ 

Soit aussi r — r^ sa distance à T^xe CH, ou la valeur de t qui ré- 
pond à 2sej{ et k'sss,a\/:kûxi^m\ il en* résultem 

/=^l(l— V2COS^«)— -^log ^—, 

2 

pour le rétrécissement du liquide au point M. Lorsque le disque a 
été préalablement mouillé par le liquide, on a â)=9r, et sim- 
plement 

J^ = a(v^— i), /=a— ;^log(i-h\/â). 

S'il s'agît de Veau, par exemple, ces quantités seront 

/ = i'""^,6io8, r' =; i"»,643i , 

d'après la valeur de a du n° 56. 

Ces expressions de k, «T, r', sont celles qui auraient lieu à la 
limite où le rayon r du disque serait considéré comme infini ; mais 
pour comparer la formule ( i ) à l'expérience ^ il sera nécessaire d'y 
substituer une valeur plus approchée de k. 

(ii4). En retranchant l'équatioa (4) de.ila pFemiwe é<pMilîoB)(3), 
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tmns aQroiu^ dans, une seconde -approximation , 



V'^t 






l'intégrale commençant avec z. En négligeant son carré, on déduira 
de cette équation 

dz 

dt z ^/ — ; -r («•—«") /•»V^2fl' — «* , 



f~ dz- 



et si l'on fait, pour abréger, 



/»* (g* — <')ZA __ j/ 

réquation (4) devicsndra 

A* — aa'sin'o + K + K'sso. (5) 

La quantité Ç étant très petite par rapport à t!f je développe sous 
les signes f suivant les puissances de Ç ; ce qui donne 

Z= ^[a<^Va—(aa'— «•)']-!- etc. , 

K=— 5y^*Jrf.(aa'— 20* - // ^.y/^ ^^dz^ etc. , 

K'= • r (2lz:i2t^J^i=,^JZ^J & + etc. 

En intégrant par partie , de manière que l'intégrale s'évanouisse avec 
z, ^n a 
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J'opère de même sar les autres intégrales contenues dans Ket K'; 
je fais ensuite z=ik et ^'=r, puis je néglige les termes divisés 
par r^ : il en' résulte 

D'après la valeur de ^, on a 

J o o ' 3 3 la 

Après avoir substitué cette expression dans celle de K, si Ton ajoute 
les valeurs de K et K', on trouve que les termes divisés par- r* se 
détruisent 9 et Ton a simplement 

K + K' = JL [aa' V^a — (aa* — k'fy 



t « 



L'équation (5) devient donc 

/^—3a* sia^ V •+• f;; t*»' Va -r- (aa* — Af )*] == o , 
et l'on pent la remplacer- par celle-ci : ,, 

*• = aa' sm« v ^-0— «»' ^ ) (» ~. — ^; » (6) 

à cause que l'on néglige les termes divisés par r'. . , ■ ^ 

(il 5). Pour chaque valeur de l'angle v, cette équation fera con- 
naître la valeur de k qu'il s'agissait d'obtenir. Le rayon r étant très 
grand par rapport à a/ le maximum. de k, relativement à l'angle î^ 

répondcaà la plu^. grande vaWn^rlde i^, laquelle a lieu quand i:^-/rc} 
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par conséquent 9 on obtiendra ce maximum en faisant p s= - o) dans 

réqoation précédente. 

La pins grande valeur de A aura aussi lieu quand i =5 -^; c'est 

done k Tinstant où son extrémité supérieure atteint Textréniité 
inférieure B de Tarète vive qui termine le disque , que le liquide 
commence à se détacher. Si Ton appelle p la valeur correspondante 
de A 9 et m le poids d'un centimètre cube du liquide , on aura , 
d'après réquation (i), 

p zsz vrmkr^ -4- itma*r sin ^ J (7) 

formate qui suppose les lignes a, r, k^ exprimées en centimètres , 
et dans laquelle on mettra pour k sa valeur maxima^ déterminée 
comme on vient de le dire. 

Si le disque a été préalablement mouillé dans toute son étendue 
par le liquide, en sorte qu'on ait âiss^Tr, le second terme de cette 
formule s'épanouira, et le poids p^ qui est celui du liquide soulevé 
au-dessus de son niveau naturel , sera le poids d'un cylindre du même 
liquide qui aurait pour base celle du disque, et pour hauteur Té^ 
lévation du disque au-dessus de ce niveau ; ce qid tient à ce que 
le volume du liquide soulevé qui est situé en-dehors de ce cylindrç, 
compense exactement le rétrécissement du liquide situé au-dessous 
du disque. Dans ce même cas, l'équation (6)' donne 

A = flVâ-^, (8) 

^n néi^geant toujours les termes divisés par H, et la formule (7) 
devient 



p7=zwm(ar*\/2-- ^y (9) 



(t 16). Appliquons maintenant ces différeptes formules aux expé- 
riences, de M. (^y-Lussaç.qui sont citées dans U âlécaniqufi céUsi^. 
EUes ont toutes été faites avec un disque dont le rayon était . , 




et à une température d'à peu près 8%5. L'auteur a véri^fié que la 

5o 
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matière du disque n'a aocunç iuAvçaçç^ W^^ ^\ ^^^^ préalabJiçvient 
mouillé par le liquide. 
Dans le cas de Teau , on a 

... ■ • . • , • » 

et l'on peut preiidre ut^ gramme pour m^ a. cause que la température 

s'écarte peu de celle du maximum àe dez)sitjS.La formule (g) donne alors 

et, suivant l'observation, ce poids est 59S^4^. * ' .'**-*: 

M. Gajr-Lussa^ a déter^iînfî 1^ poif!»/^ pwtJnQis alcohols différeos 
dont les densités étaient . r 

o,8j9$ii 0,85950., 0,941 55 1 if •:•: . 

celle de l'eau étant prise pour unité. Dans un toftiè' capillaire "flfciit 
le rayon a était ■ » ^ . . ' / 

• « = o<^*"|oB472, 

les hauteurs h auxquelles ces mêmes liquides se sont ^evés au;:4c;sj^ 
du niveau eitérieu^ ont été: • j 

•Âo o<»*,9i8!i5,; * A3É=fo«»,95ocl8, *^'oP*">99975.* ' 

Au moyen de la formula du n* 56, on en couclut 

a = oc™>A^5> ' ««ao«»,248«7, €«Bae:0»^"»,ii67o5>, • «^ 



I -.1 •., 



pour les valeurs correspondantes de ,1a constante a. Cela étant , on 
aura , d'après la formule (9) , 

/^===5i«,l37i ^ysiî5i«,fr^8', p:=t?^^,275, -> '^ 

et l'observation a donné 

l> = 5i8>8, p = 52 ,87, * />=!' 578^,15. 

D^ rdiuile 46 tétfe'bebthiM , doht' là densité' était b,i5604&d^é èélle 
dâ Vettu> s'est élevée datii le tubé-^ râfon a à' xiàt'hàhitnffi zi^i^ 
dessus de son niveatt/*égale îà o«',gg5t6. JQ en ' résnltè / fl'âprèfe 
la formule du n* 56, 



k. . 



1 ,|M. ).|i..7 1 .J :....!<». ?rrtOg'?i,35645. • •.. • : ( ... f.iie. 



D' 



DE UACtlON gàpillahœ. las 

En rertM de kfemude (9), bnr-atnra 

p « 541^345, 

et, suivmnt rob^rration > oe poôds est 34S vo^* 

! Daoa ces dmf expénences ^ là ydear de - /^ obsônrée s'accorde , 
coiqRie on voh, d'une manière très satfô&isante airec sa valeur cat- 
oaUe; eependaot, on peut remarquer que cette«c3 surpasse toôjqurÉ 
ua peu l'autre ; ce qui semblerait indiquer que let diffiérens liquides 
ae sont détaefaës do disque un peu ayant que le poids que j'ai appelé 
A ait atteint sou maocmum p: et^ en effet, 00 conçoit que l'ëquilâire 
de diaque liquide étant très peu staUe près de ce maanmum^ At^ 
causes accidentelles, par exemple, de ^gèDea agitations, peuvent fad^ 
lement en amener la rupture^ 

Quoique les hauteuze maœima du disque n'aient pas éfcé mesurées, 
il est bon d'm donner les valeurs déduites de la formule (8). Daoa 
l'ordre des çmq expériences , ces valeurs sont 

^ ^ k = oc'»,54i45, 

^ k = o<^,34524, 
k = o«™, 54763, 
* — 0^,55977, 
k = o*^'»,558q7. . 

Relativement aja mercure non oxidé, eu eontact avec un disque de 
veqre ou d'une autre matière, pourvu que ce disque sort recsouverl 
d'une couche d'hiunidité aussi mince qu'on voudra, ou -a (u* 10B) 

a ==s o<^",a5ô47, j^==:-» = a3'45'* 

Au moyc^n de ces valeurs et de celle de r. Inéquation (6) donne 

» . ■ * * - ■ • 

pour rélévation du disque à l'instant où le liquide commence a 
s*ên dëtacher. Four' calculer le poMs' correspondant p, exprime en 
grammes , on prendra ' 



• . 10449 



3o.. 
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à la température de 8^,5 ; et , en verta de la formole (7) f on aarft 

Avec le même disqi;^^ d'un ra^ôn égal à S^^fgiSi^ M/Gay- 
Lnssac n'a pas trooyë constamment, la même valeur de p. En fai- 
sant <iroltre très lentement le poids employé à soulever le disque, 
le poids total, à l'instant de la séparation du liquide, s'est: élevé 
depuis i58 grammes jusqu'à ag6 grammes. ]jes valeurs de p moin-' 
dres que le maximum donné par le calcul, peuvent s'expliquer par 
l'instabilité de l'équilibre du mercure. Quant à celles qui sont jdus 
grandes, on peut les attribuer à la même cause qui donne lieu à 
des élévations ou des dépressions très différentes dans un tube ca-- 
pillaire, excepté lorsqu'il a été préalablement mouillé par le li- 
quide, ou bien, lorsqu'il n'exerce aucune attraction. sur la matière 
du liquide (n* 62)/ Il est possible , en effet, qu'à raison des irré- 
gularités de l'arête vive qui termine la base du disque , l'angle i , 
au lieu d'être droit, conune nous l'avons supposé, à Textrémité in- 
férieure de cette arête, soit obtus dans une partie de son con- 
tour; ce qui' augmenterait le maximum de la quantité A déterminée 
par la formule (i). 

D'après la remarque de M. Dulong (n"" j5), l'angle a» augmente 
et peut même devenir obtus, quand le mercure renferme une pe- 
tite proportion d'oxide. Le maximum de Â augmenterait en même 
temps; et il. suffirait que, pour cette cause, l'angle oê fttt de 60^ 
pour que ce maximum atteignit le plus grand poids observé par 
M. Gay-Lnssac. 

(117). Si l'on remplace le disque par un cylindre vertical d'un 
très petit diamètre, l'équation (i) fera encore connaître le poids H 
qui répond à une hauteur A: de la base du cylindre au-dessus du 
niveau du liquide; mais l'expression de k en fonction de l'angle 1, 
ne sera plus la même que précédemment, et sa détermination sera 
plus difficile. 

^ Nous supposerons le rayon r du cylindre très petit par rapport 
à la constante a ; et, pour de semblables valeurs de / , nous em- 
ploierons la seconde équation (3), dont nous négligerons le se- 
cond membre , dans une première approximation. On en déduira 
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alors 

z^k + rcosp log ''^/f'~'*^ , (10) 

en faisant i-(-tii=s^^ et observant qu'on a jz=Ar qnand t=r. On 
pourra, si Ton yeut, pousser plus loin Tapproximation ; mais nous 
nous arrêterons à cette valeur de is; et l'équation (lo) sera celle de 
la surface du liquide près du cylindre. 

A la distance où le plan tangent est très peu incliné, ou réduira 
réquation (s) k la forme linéaire, savoir : 



Pour y satisfaire par une valeur de z qui devienne insensible pour de 
grandes valeurs de t , on prendra 



00 ^iJ^i/7+1 
z=: et I e 



'J^Vt+î- ^ 



|/i + fl^' 



e étant la base des logarithmes népériens, et a une constante ar- 
bitraire. On aura, en effet. 



dx __^ ctt/g 



>lv^v^+t 



dt 






en intégrant par partie, on a 

au moyen de quoi les valeurs ^^ ^ ^ ^ ^ "^ » rendent identique l'é- 

« 

quation (ii). D'après la manière dont nous avons déjà satisfait à 
cette même équation (n* 107), on peut remarquer que son inté- 
grale complète est 



v^ 
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V* 

n et C désijpdant lee deux constantes arbitralnes.. En Êôsant 



\/i+fl'»x — fl, 



3*^?^~» ^*"" > 



et ohsenrant que les limites 6 = et ô =ïs oo , répondent à x :s: i 
et a: = 00 ^ llntégrale particulière dont nous voulons faire usage 
deviendra plus simplement 



/,V^('*^f. (.a) 



Les équations (10) et (12) représenteront la courbe OA du liquide 
dans toute son étendue ; elles devront coïncider pour des valeurs de t 
très petites par rapport à a, comme le suppose l'équation (10), et ce- 
pendant très grandes par rapport à r, afin que la tangente à la courbe 
OA soit très peu inclinée, ainsi que l'exige l'équation (i^)* C'est 
d'après cette condition que nou» alloM détenHina les deux ccois* 
tantes A: et ci contenues dans ces formules» 

(11 8). Si nous faisons 

t = ua^^, 
l'équation (i a); pourra s'écrire ainsi : 



u 



/ 



La fraction - étant très petite dans toute l'étenAie de cette inté- 

grale, on pourra développer, en série convergente, la seconde ex- 
ponenticdle contenue squs le signe J ; on aura , de cette manière , 

Il . • • ' • 

Par.de^ intégrations par partie, on réduira toutes cea intégl^les à la 
preinîère ; et s! l'on fait 



r-«* — = i^ 

X 
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il en résultera , 

z=i ai^(i +tf'-|-4«*H- etc. \ 

En différentiant p par rapport k u, on^ 

^ — — .r"" ■«/£«•— .— i -«• 
d'où l'on . tire 

p -H c 4-logii = 2i rH 5 T — n "7 + etc. : 

î '^ 1.2 a ' 1.2,3 3 1.2.3.4 4 

c étant une quantité indépendante de u. Plusieurs géomètres se 
sont occupés de Tintégrale v (^) et dé la détermination de la cons- 
tante Cf dont la valeur a été calculée à un grand degré d'approxi<- 
mation. En se bornant à cinq décimales, on a 

c = 0,57721. 

D'après cela , si Ton substitue la valeur de v dans celle de z , et que 
Ton néglige les termes multipliés par u , nous aurons 

2 = <* (log ^ — c) , 

^pour ce que devient la formule (lâ), relativement à dès valeurs de t 
très petites par rapport à a. 

D'un autre c6té, ces méteeâ valeurs de t étant très grandes, re- 
lativement à r, on a, d'après la formule (10), 

z s= Ar + r cos'^4off / . ^. — r-. 

' ^ ^* (1 + sin f) r 

£q égalant ces deux valeurs de 2 , on aura donc 

a =1: — r cos ^, A: — r cos ^ log - (i + sin ^) r = a (log a \/a — c). 



¥^m 



(*) lYaité des Différences et des Séries de M. Lacroix, page 652. Vojez aussi, 
sur ce sufetyun très bon Mémoire de M. Soldner^ Imprimé à Munich en tSog, sous 
le titre de Théorie et Ttétes ttune ncuvelk fonction transcendante. 



a4o NOUVELLE THÉORIE 

et, par oonséquent, 

En faisant î = o ou ^ = â» dans cette formule , elle exprimera Télë- 
vatîon ou la dépression d'un liquide le long d'un cylindre dont le dia- 
mètre est très petit; et Ton voit que cette quantité, contrairement à 
ce qui a lieu dans l'intérieur d'un tube capillaire , diminuera de plus 
en plus avec le diamètre. Lorsque le cylindre aura été préalablement 
mouillé par le liquide^ on aura ^ = ^ et 

Si l'on substitue la formule (i5) à la place de k dans l'équa- 
tion (i), on aura 

A=-^pgrco8<p[;-(log (7^?^,- c) + «•]. 

A cause que r est supposé très petit par rapport à ^ , le maximum de 
cette quantité répondra à Ç:s=i'rc ou £ = ^ — a> , lorsque Tangle ^ 

sera obtus ^ etk iz^-Tr, quand il sera aigu. Ainsi ^ dans le premier 

cas , le liquide se détachera du cylindre lorsque son extrémité sera 
parvenue au point de l'arête DB, pour lequel l'angle i est supplé- 
ment de l'angle donné cû; et, dans le second cas, il ne se détachera 
que quand le point aura atteint l'extrémité inférieure B de cette 
arête. 

Si le cylindre est mouillé par le liquide, c'est-à-dire si l'on a 
é» s=s ^ , la valeur de i qui répond au maximum de A sera zéro ; le 
liquide se détachera du cylindre dès que le point atteindra l'ex- 
trémité supérieure D de l'arête DB; et si l'on appelle q ce maximum^ 
ou le poids nécessaire pour séparer le cylindre du liquide, on aura 

9==9rmr[^r*(log ^^''— c) + a']], (14) 

en désignant par m le poids d'un ceptimètre cube du liquide^ et 
supposant les lignes r et a exprimées en centimètres. 
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(i 19). Pour (pie ces différentes formules soient suffisamment appro- 
chées, il faudra que le rapport - soit une fraction peu considérable. 

Voici deux expériences que M. Gay-Lussac a faites sur l'adhésion 
de 1 eau à la base dun cylindre vertical, dont la première satis- 
fait beaucoup mieux que la seconde à cette condition. 

Le diamètre du cylindre étant o^°*,a68, et la température 16**, 
il a trouvé pour le poids qui soulevait le cylindre à l'instant de la 
séparation du liquide, différentes valeurs comprises depuis 08,066 jus- 
qu'à 08,07:1; en sorte qu'on peut prendre ce dernier nombre pour 
le maximum donné par l'expérience. Or, en faisant 

r = o«», 1 34 , il = o«°,58834 , 

dans la formule (i4)> ^^^ donne 

9 = 08,07499, 

pour ce maximum; ce qui ne diffère que de o8,oo3« 

Dans la seconde expérience, faite à la même température, le cy- 
lindre avait un diamètre de o^™,578. M. Gay-Lussac a jugé que le 
poids nécessaire pour le détacher de l'eau était compris entre o8,a5p 
et o8,a55. En mettant dans la formule (i4) 1^ valeur précédente de a, 
et 0*^^,289 au lieu de r, on trouve 

g ==08,1945; 

résultat qui dififère de l'observation d'environ un sixième de l'incon- 
nue ; ce qu'on peut attribuer à ce que le rapport ^ , au lieu d'être 

3 
très petit, s'élève à environ j. 

(120). Occuppnsruous maintenant d'un problème relatif à deux 
liquides en partie ropierposés, dont la solution n'avait pas encore 
été donnée, et qui présente une application particulière des jarinr 
cipes de cette théorie. 

Supposons qu'on ait versé sur un liquide , sur du mercure , par 
exemple, une large goutte d'un autre liquide; et proposons-* nous 
de déterminer la figure de cette goutte et la sorfM» : du. meicure. 

5i 



24^ NOUVELLE THÉÛBIE 

J'appelleorai I pour abréf^er» S la partie de cetta aurface qui n*est 
pas en contact avec la goutte , S' la partie de la surface de la gouttç 
non en contact avec le mercure, S, la portion de surface com- 
mune au mercure et à la goutte* Ces trois surfaces auront un même 
axe vertical ; pi*ès de la goutte , S tournera sa convexité par en haut^ 
et deviendra plane à une distance peu considérable; S, sera cou- 
cave par en haut. Dans toute son étendue, la goutte sera convexe; 
elle tournera sa convexité par en bas depuis son contact avec le mer- 
cure jusqu^ii sa plus grande section horizontale, et par en haut, de- 
puis cette section jusqu'à son sommet. 

Si l'on désigne par t la distance d'un point quelconque de Fune 
de ces surfaces à leur axe commun ; que l'on compte les coordon- 
nées verticales en sens contraire de la pesanteur et à partir du niveau 
du mercure, qui est la partie plane de S ; et que Toa désigne par z, 
z, , z', les ordonnées respectives d'un point quelconque de S, S,, S', 
leurs équations seront (n^^ 29 et 3o) 

H et H' étant les constantes relatives au mercure et à la matière de 
\9^gQPtte^ G: une troisième çon^t^nte qui dépendra de la matière d^s 
deu^ liquides, p et p' leurs densités, c une constante arbitraire, et 
g la gravité. Les radicaux contenus dans les seconds membres des 
deux premières équations seront positif; celui que renferme le se- 
cond membre de la dernièra sera positif dans la partie supérieure 
de la goutte , et négatif dans la partie iniérienre ; en sorte que si 
1-on représente parr le rayon de contour du £, , et par / celui de 
la plus grande seelion lioriffMfeate de la fjfoutlf , on son deim«*dia^ 

mètre, ce radical y ^+"Âr ^^^ positif depuis t=^o jusqu'à t=zl, 

el négatif dflfwis I^Fs l jtt^ïil'à * ^ r, . 
Oatm ces tMmécftt^Qfis, îl.jf en 9»^ 4im¥ aa^s qui «f'ePdPpQit li<9ii 



ic 
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que pour le contour de S.. Pour les former > soit BACD (fig. aa) une 
section de la surface de la goutte, par un plan passant par son axe CB; 
et supposons que la partie DCA appartienne à S', et la partie DBA à 
S|« Soient aussi DG et AF les sections de la surface du mercure par le 
même plan vertical. Prenons sur DBA deux points et &, et sur DG 
et AC des points M et M^ tels que et M soient situés à des distances 
insensibles de D, et O^ et M' & des distances insensibles de A. Dans 
les portions de courbe ODM et O'AM^, l'inclinaison de la tangente Viii- 
riera très npidemcnt^ et elles ne seront pas com^nses dans Us cqila- 
tioûs (ay NoiK supposenMis que 0^ M, 0'^ M"*, soient les extténiîlés 
de ces courbes particnlièresy ou^ autrement dit^ nous supposeroot 
que les distantes insensibles OD^ MD^ O'A, M'A^ surpassent^ eepen^ 
dant , les rayons d'acttyité moléculaire du ttiercure et de. la goutte» 
Cela posé, par les points et 0' je mène les tangentes OT et O'T' à 
la courbe DBA; par les points M et M', j'abaisse sur ces droites les 
perpendiculaires MK et M'K', et j'élève les normales MN et iS/N' aust 
courbes GD et CA. En appelant (» et c/ les angles aigus KMN et 
K'M'N', ces angles seront donnés et dépendront de îa matière de la 
goutte et de celle du liquide inférieur, qu'on suppose être le memre. 
Geft angles seront ceux qui se conclueraient de la dépression de l'un 
des liquidés , dans un tube qui serait formé de la matière de TÂuf fe 
liquide» Ainsi , l'angle e» sera de 4^®3o^ dans le cas d'une goutte 
d'eau 9 et un peu moindre, d'après ce qu'on a Vti dans le n« ^4/ ^'^^ 
s'agissait d'une goutte d'alcohol j eu même temps , c^' sera l'angle qui 
aurait lieu à l'extrémilé de la surface de feau ou de l'alcohol, cobh 
tenu dans un tube de mercure solidifié. Or^ si l'on appelle i et i 
les inclinaisons sur un plan horizontal, des normales MN et AfN', 
et î| celle de la normale MK ou M 'K', on aura 



et, de plus^ 



I,, «'=S t, — I , 



^•1 ^ / r *^ • •/ . / tâ^ 

5i.. 



dz 

— = C08 l 

dt 
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on aara^ par conséquent^ 



de 



dz. dz . / I ^* . / 

de, dz' . ,. / , A" , /, , dz* ^ 



(*) 



équations dans lesquelles on pourra Êiire < = r^ sans erreur sen^ 

sible. 

Soit encore h l'abaissement, du contour de S, au-dessous du ni- 
Veau du mercure ; h -+-/ rabaissement du point le {dus bas de la 
goutte^ ou y* la flèche de sa portion de surface S.; k TéléTation de 
sa plus grande section, au-dessus du même niveau; k'+^a TélévatioD 
dé son sommet 9 et, enfin, € son épaisseur totale, e'est-à-dire 



t;=l, z'=zk, -T7 = Q0; 



Nous aurons les équations particulières i 

d/ 
dt 

t = o, z,=: — h'—f, 5f = o> z' = k + 0L, -^= o; ^ 

t=CO, Z = 0, g-= O. 

La question consistera maintenant à résoudre ces équations (a)^ 
(h), (c), par approximation, en supposant les rayons 2 et r très^ 
grands par rapport à l'épaisseur de la goutte. 

' (x^i)* Après avoir ÙlÎï 

H=5gpa*,^ 

nous pourrons remplacer la première équation (a) par celle-ci r 



V'+di- 



r% dz* . 
J W^+dF 



1^ 



en supposant que l'intégrale s'évanouisse quand tssco . Dans tonte 
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retendue de la surface S à laquelle cette équation appartient, la va- 
riable t est très grande. On peut donc négliger cette intégrale; on 
aura alors 



dt 



l/ao»— «•' 



en considérailt le radical comme une quantité posîtiye; et Ton en 
conclura 



à cause de ^ ^ r quand . s = — ^r Nous nous arrêterons à cette 
valeur de ^, qui est le premier terme d'une série ordonnée suivant 
les puissances descendaiites de r, dont on. obtiendrait facilement les 
termes suivans, si cela pouvait être utile. Cette équation [d) sera 
celle de la surface du mercure, en -dehors de son contact avec la 
goutte, et à une distance de ce contact, plus grande que le rayon 
d'activité moléculaire. 

Les deux autres équations (a) se résoudront par l'analyse des 
n** 106 et 107. Au sommet de la goutte, les deux rayons de cour- 
bure sont égaux; il en est de même à son point le plus bas. En 
désignant par /a leur grandeur cominune. au premier point , et par 
X, au second point, on aura, d'après ces équations, 

c-gp'(*+«)=lH% 

C--S(P-P')(*4-/)==^G; 
d'où Ton tire 

et si nous faisons 

* + /+ — == JCf * — A — «— ^==r. 
les dernières équations (a) deviendront 
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J 

d^ 



Relativemeat aux poûds de S, et de S' p<lur le^qiiels le plan tan- 
gent est très peu incliné, on les réduira à des équations linéaires; 
puis on y satisfera, ainsi qu'aux conditions particulières à ^=50, en 
prenauf 



co«4 



(«) 



expressions qui se réduiront à 






♦ V5 



(*) 



a 



comme dans le n^ 106, pour des valeurs de t très grandes par rap- 
port à a. et a'. 

On peut aussi écrire les équations {f) sous la forme : 



""*"*" tf"* V "" W "" I y — ^. ' 



(0 



v/'+^ 



en supposant que ces intégrales s'évanouissent avec la variable t , 
et observant qu'on a 
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(|uatid ^ es o« Près du sapimet ou du pômt le plus bas de la goutte , 
ces intégrales peuvent être négligées^ à cause que IW a 

H — Â' dt ^' 

< 

et qqe Jn viirmble t est très petite dans ces partie;^ 4$ la surface- 
Pour les valeurs de t auxquelles répondit lea fgqriymlçs (Ji), les 
quantités comprises sous les signes / auront t^ pour divîsçm'i ff^W 
cette raison^ nous pourrons aussi négliger ces intégrale^. Enfin, près 
du bord de la goutte, nous les négligerons également, à cause de 
la gmnd«up d« I, quoique, dans cette partie de la rarfiice , Içrs 
quantités comprises sous les signes f pfi soient divisées que par 
la première pui^saqce de cette variable. En supprimant dofic les s^ 
conds membres des équations (£), et négligeant aussi les terrais 
divisés par A*. et /t* dans leurs premiers membres, on aura sim- 
plement 



^•--■^•' "7=s = «'--r- w 



On en déduit 

et si l'on fi^it attentionaux si^es des qpafitités ic% — x^^\d}\ — y^ 
qui doivent être ies mètties que cevx^ des r^dicato i/t -|-. ~ 

®* \ ^^%' ^^^"^^ lignes de 0?, r^^^r, $.; '* sera aisé de 
s'assurer qu'on devra regarder comme positifs les radiçwif VjW'i^^j? 
et VW' — r*. D'ailleurs, çn négligeaTit, pour abréger, les termes 
— et — dés quantités que as et ^ représêntettt, on aura, en xakrae 
lempii Isr^ j^^«=«9«- A.,^ >««*:/, at de même, ^ats/^ z^s^ jt. 
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^ s= — a; en intégrant , on aura donc 



«». i^„(«.l^2— i/a«*.— **)/ 



(0 



Les équations (g)^ (A), (l), jointes à Téquation (d), renfer- 
meront la solution complète du problème, après qu'on aura déter- 
miné les valeurs des constantes a, k, h, f, r,' l,' /i, X, qu'elles 
renferment. 

Ov, z'z=ik donne à très peu près j's — a; et comme on a 

^ = -^ =: 00, pour cette yaleur de jz% ou aura a =s a% d'après 

la seconde équation (k). On aura donc, en même temps, t=z r, 
z' = — A , ^ = — k — h — a', et, en vertu de la seconde équa- 
tion (/), 



rs=:Z + a()j — i)H--7=:log ^ ' 



l/a ^(v/i-i)(*+A + 4')' 
pour la valeur de r, en âiisant, pour abréger, 

et regardant )t comme une quantité positive. Four / = r, les équa- 
tions (A:) et les valeurs de dU quV>n en a déduites donnent 



D'après les équations d'où la' formule (a) a été tirée, on aura, 
en même temps, ' 



' ,' 



' I ^^dz^ g* iz ^ t/aa* -- A* ^ 

et> au moyen'dercesidiflrélvnt^-'Taleucs^ les f[>nnulcfr (A) .fooraè- 
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vont deux o^fiiations^ qim je liie: ditt>ea66£al à!éetirey et qui derri-^ 
ront à déterminer deux des trûis constmites k^ k^ fj f>ar eBreiii[46y 
A et A/ 

Maifiteuaut , si l'ûri a;^ique la pi*eniière> des isquatiouk (Jj à 4efi' 
pointo de S,, paur lesquels %\ difiere très peu dé '-<*« A -«-/# et*la 
variable x est très petite; .et là secdode à des point» de la par^ 
tie supérieure de S% pour lesquels «" difière trè^ fteu de >k/et 
j est très petit; et si l'on ooiiipare aux formulés (A) les ex^resèions 
de or et ^ qui se déduiront alosBude cee deux éiudliotK ^V)^ tth 
en cûoduni les valeurs de X et fciy savoir : 



en faisant, pour abroger, • 

L'équation (e) deviendra 

■ 

en y substituant les valeurs de A, ft. G,. H'. Elle servira à dé- 
termine^ /"; et il ne restera plus que /. d'inconnu. Or, ^ Tou a 
mesuré directement le diamètre de la goutte dans sa plus grande 
largeur, où en prendra la moitié pour la valeur de 2; si ce dia- 
mètre* n'est pas connu, mais que le poids de la goutte soit donné, 
et qu'on le représente par ^ , on aura 

■ 

il s^ia fecile d'effectuer les iaté^tioos iadiquëes, après avoir siibsr* 
titué le^ valeuis 4e 4»^ et d^^, tirées des équatiôo» (jg)f (h), (/), roi»* 
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tiy^ aux difieceoles parties de S' et S, : cette expresMm de^4r seir^ 
yira ensuite, à tronw la valeur de /. 

Four résoudre les équations d'où dépendent les valeurs numé^ 
rî^ye$ de h, ^f f^ If. 'A faudrait que celles des constantes a, d^ 
^à9.^t ûi-V fussent . données. Les valeyrs de a, al y a» ^. sont effec-^ 
tivjsment connues ; quant à celles de «a. et (J^ on pourrait les dé'- 
tierminer au mioyen des équations qui doivent servir à trouver les 
Y^ejurs.de /l et Â, si ces distances avaient été mesurées d^reetement 
pour une goutte.d une largeur connue. 

(i^a). Dans toutes les .questions dont nous nous somnEies ooeupës 
dans ce chapitre , l'ordonnée verticale d'un point quelconque de la 
surface qu'il s'agissait de déterminer, ne dépendait que d'une seule 
variable, savoir, la distance à. Taxe de figure, dans le cas d'une 
surface de révolution, ou la distance à un plan vertical, dans le 
cas d'un liquide contenu entre deux plans parallèles à çeljai-12i. D'après 
cette circonstance, l'équation de Ja surface^ qui est généralement 
aux différences partielles, se réduisait à une simple équation diffé- 
rentielle ; et, par différens procédés, il a été possible de la résoudre 
par appeœdmation , ou même ngoux^eusement , dans le dentier de 
ces deux cas, au moyen des fonctions elliptiques» La solution de- 
vient beaucoup plus difficile, lorsque l'ordonnée verticale dépend 
de deux variables ; mais il y a des questions pour lesquelles la con- 
sidération d'une surface dé révolution fournît d'abord une approxi- 
mation qu'on peut ensuite pousser aussi loin qu'il est nécessaire ; 
et, de cette manière, les solutions précédentes et celles du cha-^ 
pitre IV prennent une extension que nous avons déjà indiquée dans 
le n* Q^ , et dont nous allons donner un nouvel exemple. i 

Il s'agira de l'équilibre d'une goutte de liquide d'un volume peu 
étendu, contenue entre deux plans qui comprennent entre eux un 
très petit angle^ et qui se coupent suivant une droite horizontale. 
Pour fixer les idées, je supposerai que la surface latérale du li- 
quide soit concave en -dehors. Sa courbure étant plus grande du 
côté de l'intersectiofi des deux plans que du o6te opposé, la goutte 
tendra à se rapprocher de cette droite; par conséquent, pour qu'elle 
demeure en équilibre, il fendra que cette tendance soit balancée 
par son poids ; c^ qui exigera qu'elle soit aa-^ssous de cette m-^ 
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terseCtion. Par. cette droite^ je mène im plan Qcmipr& entredes deux 
plans donnés, et dont je déterminerai pins bas la direction, il y ànra 
nn autre plan perpendiculaire à cette intersection , qui divisera la 
goutte en deux parties parfaitement égales. J'appellerai C le milieu du 
diamètre de la goutte suivant lequel ce plan vertiioal coiipe le plan 
intermédiaire; et je prendrai ce point pour origine des coordonnées, 
et pour axes, la perpendiculaire à l'intersection des deux plans donnéd» 
menée dans le plan intermédiaire, la parallèle à cette même inten^ee^ 
tion et la perpendiculaire au plan intermédiaire. Soient u, p , ^ , les 
trois coordonnées d'un point quelconque de la surface latérale de la 
goutte, respectivement parallèles à ces trois axes, et z l'ordonnée 
verticale du même point, comptée en sens contraire de la pe^n- 
teur et à partir du plan horizontal passant par le point C. Si l'on 
appelle l'angle aigu que fait Je plan intermédiaire, c'est-à-dire le 
plan des u et t^, avec ce plan horizontal » et si Fon supposa les, Ç 
et les u positives dirigées vers le haut, comme les z positive^, on 
aura 

X = ^ cos 6 -{- « sîn 0. 

Cela posé, si l'on désigne par a* la constante relative à la ma- 
tière du liquide , l'équation de sa surface latérale sera 

l + i,+ C=al(ÇcosÔ+«sina); (i) 

C étant une constante arbitraire , et A et A' représentant les deux^ 
rayons de courbure principaux. La quantité -irH-^v^ exprimée an 
moyen des coordonnées u, ^^K* ^^^ pour valeur 

I "♦" 7 ~~ \S ^ dv^J di^ ^ dudv dudv^y^^ du*) dv^J * 
en faisant, pour abréger, 



M- +£+©■*' 



et considérant V commç positif pi| ooipEHaie^négatif , selon que la nor*- 
maie extérieure au liquide. fera up aagWt aî^ ou obtus <avec la Aroite 
tirée suivant la direction des ^ positive»; , . . ' 

Sa.. 



\ » 

» 1 • , 
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; lits cbsiitn» dn anifies <)ae fiiit «étte éanlii4o a^«c>l«« «txos Amu^ 



< ' ' . \ y , 



8i i'oto à4iA^he par dj/ d', cif\ Vretix dte^ angles que fotit les tnétnes 
aXéS , àt«<! là pêt{>ëndi<HiIâh*e abaissée strr l6 -plaiti supëfiieùr et dX-- 
rig^e M^'eW ï« haut, et pat a> l'kngle coiïiprîs èlilrë cette rfrriUé et 
la noiWale: dti aura- donfc 



«) 



CffS«=,V(<^;«,g-V.|); 



< U ?'» I '• 



.. lu 



et en appelfuit £ rinclinalsbn du plan supérieur sur le,f\^^ de$ i4 
et y, bii aura^ en même temps^ . 



Pour tous lés pointé dû côhlouç supérieur de ^a surface latéralq ; 
c*est-i-dîre pour tous les poinfs de f intersection de cette surface 
et du plan supérieur , cû sera un angle constant et donné ; et si 
nous représentons par c la' distance du point C à l'intersection des 
dei^ plans 4c)na^s^ ipioua aurons, par raifi^ort à eé contour, les deux 
équations : 

Ç = (c — w)tang/, ] 

cosû> = V/cosi-*»=^sîn iV k ^ ^ 

àùîA la premièrie est l'équation du plan supérieur. Soit i^ l'inclinai- 
BKï éa phn- inférieur sfir celui dés i^ et p. Relativancrtft au contour 
inférieur de la surfac^ latérale , nous ^urqns 4^ lyi^m^ 

; Ç = ~(^-rr-w)taiigi', ) 

V "^ cof«'i^ — V(cos7'+^sinr); S[ ^'^ 

(û étant l'angle compris entre la normale extérieure au liquide et 
là perpendiculaire au jil'^a lYi^HeUr-^ dirif|ée en - dehors de Tangle 
déa deux plans* Les angles donnés œ et œ' seront obtus, parce qu'on a 
isupp^té ià sfwfoeo ïat^le >eért*avfe*'ett*Jd^hor»^wi dut^ »' s=à> , si 
les 'Aeurx plsns ^At <de ik mémis *nfâture, 'et Vs±:a> =s:^, s'ils ont 
été préalablemeiît mouillés pair ^)e ^uîd^. - - ' - 
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(i!k5). Maintenant/ pour résoudre , par approximatk»^ 1m équa- 
tions (i)^ (2), (5) y je supposerai que les dimensions de la goutte 
de liquide soient très petites par rapport à la constante a. Il en 
sera de même à l'égard des variables u et i^; et l'on pourra ex- 
primer la valeur de Ç par une série convergente.; ordonnée suivant 
leurs puissances et leurs produits^ c'est-à-dira par une série de cette 
-fome : ' * 

Ç = z' + ^ (pw + pV) + 5 (çw'-l-^'tti^ + qfV) + etc., 

dans laquelle z'^ p^ p% q, etc., seront des fonctions de. la distance 
d'un point quelconque, à Taxé des Ç , -que je fepr^nterai par t , 
de sorte qu'on ait 

En substituant cette série dans l'équation (i), et égalant ensuite les 
termes de ses deux membres , semblables par rapport a u et u , on 
obtiendra une suite d'équations qui serviront à -déterminer -les in- 
connues z\ p, p\ q, etc. Mais nous bomeroDS l^prûximatiùD aux 
termes divisés par a^ inclusivement ; et , de plus, nous ferons p'=so, 
à cause que la variable i^ n'entre pas dans le second métnbrè de l'équa- 
tion (i). Nous aurons .donc simpleaMUt 

1 

9tmv faciliter la substitution tle cette valeur de Ç , j^cris f éqiik- 
liotï (i) sous la forme : 

D'après l'expression de ^ , on a 

iS^ d/ u ^^ I /dp «■ j^ \ 

dC d:^ y ^ j dp uu 

Si l'on désigne par \' ce que V devient iquand oa y met -«^ an Kea 
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de ^, on aura 



et ensuite 



V = V'-iV*(f + f)«. (S, 



Je sabstitae ces valeurs et celle de Ç dans Féquation (4) ; et en ooo- 
tinuant de négliger lès termes divisés par a^, je trouve , après quel- 
ques réductions, 

^ ^^^ ^ 4- i V ^ ^ e ^ r^^ r* ^p\- ^> 



équation qui se décompose en deux autres ^ savoir : 
de "^ i \^ AV A , g __ a/ oo« • 



O+^T 



} (6) 

La première de ces deux équations est celle qui répond à la surface 
de révolution. Elle se résoudra par Tanalyse du n^ loa; et quand z' 
aura été déterminé en fonction de ^, la seconde équation (6) fera con- 
naître la valeur de p. 

(ia4)« Je supposerai que la largeur de la goutte soit très grande 
relativement à son épaisseur; et cela étante je ferai, comme dans le 
numéro cité, 

h étant la valeur particulière de t pour laquelle oh a ^ = o , et ]k une 
autre constante très petite par rapport à Ji. La variable if sera aussi 

très petite ; Texpression de z aura S/myt — - ^* pour premier terme , 
et l'on pourra la représenter par 
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en désignant par ^ une fonction de i très petite à Tégard de ce pre- 
mier terme, qui s'évanouira pour ^ = o. Cette quantité ^ ren- 
fermera , en outré , dans son expression , les constantes arbitraires h 

et 9<, et la quantité — g au lieu de la constante a* du n® 102. On 

en déterminerait facilement la valeur approchée , si Ton avait be- 
soin de la connaître. 

L^nconhue p étant divisée par a^ dans la valeur de Ç, il suffira de 
substituer le premier terme de :£ dans la seconde équation (6) , d'où 
cette inconnue dépend; et d'après le n* 102, on y fera^ en même temps, 

Cette équation ne pourra s'intégrer que par approximation; la quan- 
tité p qui s'en déduira sera très petite par rapport à <*; en négli- 

géant le terme -^ du premier membre, à cause de son divi- 
seur 1% et la multipliant ensuite par t^dty elle devient 

rf[(^H-f)V'»^*]] = 3^sinflrf^; 

ce qui donne, par une première intégration, 

)f désignant la constante arbitraire. Pour que la valeur de p qu'on 
en tirera ne devienne pas infinie quand f'= o, il faut que le se- 
cond terme de cette équation s'évanouisse avec i% et qu'on ait, par 

conséquent , n = — • | A* ; on aura donc 



d.ip a (<>— yjgjnfl aA>V»in d 



en négligeant le carré de i. J'intègre de nouveau, et en désignant 
par / la constante arbitraire , il vient 
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Maûr le point C étant supposé le milieu ctu ^liamètre de là goutte situé 
sûr Faxe des u, îl s'ensuit qu^ou doit avoir y\'z=zo. Eu effet, le con- 
tour de la section de la goutte par le plan des £^ et p a pour équation 



2 -t- '-T = o ; 






d'après les expressions de z^ et p, on en dédqil , à très peu près , 

et , k cause de ^* = u* -|~ ^ y ^ deux valeurs de u qui répondent 
k sfzsz o seront aussi, à In» peu près, 

1 

» 
I 

pour qu'elles soient égaleç et de signes contraires, il faudra donc 
qu'on ait ))^:=o. Cela étant, nous aurons 

■ 

pour la valeur approchée de p , et 

pour celle de Ç, k laquelle nous nous arrêterons. 

Pour que la position et la figure de la goutte soient entièi^ement 
connues , îl restera encore à déterminer les deux constantes ^ et ^ , 
la direction du plan à partir duquel cette ordonnée ^ est comptée» 
c'est-à-dire l'un des deux angles i et f dont la somme, seulement, 
est connue et égale à l'angle des deux plans dot) nés, et, enfin. Ta 
distance c du milieu C de la goutte à l'intersection de ces deux 
plans. Cette distance est surtout importante k conntltre, parce que 
sa valeur peut être mesurée directement , et qu'il en pourra résulter 
une nouvelle vérification de la théorie. Sa déteraunatian ne dépenr 
dant pas, comme on va le voir, du second terme de Çj c'est pour 
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cela que nons l'ayons représenté par ^, et que nous nous sommes- 
dispenses d'en calculer la valeur. 

(1^5). Après qu'on y aura substitué la valeur de ^, Tune des 
équations {2), la première, par exemple, sera l'équation du con- 
tour supérieur du liquide; elle déterminera t en fonction de uj 
et , ensuite , la seconde devra être identique par rapport à u. Cette 
première équation devient 



\/ayt' ~ t'^ + ip-^ ^=(^ — «) tang/. (8) 



L'angle i étant très petit, par hypothèse, il sufEra de mettre le 
premier terme de la formule (5) a la place de V, et celui de la 
formule (7) au lieu de ^ , dans la partie de la seconde équation (a) 
qui renferme le facteur sin i; de cette manière, on aura d'abord 

COS â> = y COS l ^^-;===— , 

OU, ce qui est la même chose, 

COS û) = V COS r — — ^^ ;■ y^ — — ^ ^ ' = - , 

a*rv/â>7-r?* di t {/^yF—T^ 

en négligeant , à cause de la petitesse de ^ , un terme qui aurait 
-ï ^ pour facteur. ■ En vertu de l'équation (8) , on aura 

y ^ y y ^y y 

au moyen de quoi l'équation précédente se changera en celle-ci : 

. c sin i m COS i /h-^y acy sin â\ u sin i 
COS 0» -I — ' — ( r-p-^ ^ ) = O , 

' y y \h + if c^ J y ' 

en ayant égard aux valeurs de p et de -^ , et mettant A et ^ au 

lieu de t et c — u dans les termes divisés par a^. D'ailleurs , à 
cause que ^ et ^ sont très petits par rapport à A, on peut réduire 
à l'unité le premier terme de la quantité comprise entre les pa- 
renthèses ; égalant ensuite séparément à zéro le terme indépendant 
de u et le coefficient de u dans cette dernière équation, nous 
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curons 



+ C 81D l 
y . ? (9) 

a* — 2cy sîa = o. 



* 



ea négligeant la fraction très petite -. 

Les équations qu'on obtiendra de la même numière, en par-^- 
tant des équations (3)^ se déduiront des précédentes, en y chan- 
geant 6û et i en o^' et f. La seconde équation ne changera pas, et 
la première deviendra 



/ , cain if 



et, à cause que la somme des angles i et i est donnée, ces équa-^ 
tions suffiront pour déterminer ces angles et les deux constantes 
c et y. Enfin , st l'on désigne par 'TT^ le volume de la goutte , on 
aura, à très peu près, 

h^ {c dn i H-c sin i') = «*, 

pour déterminer la constante h. 

Si les deux plans qui comprennent la goutte de liquide sont de la 
même nature, on aura cù'^cù et £'=:£; l'angle i sera la moitié de 
l'angle donné que font ces deux plans; et l'inclinaison 6 du plan 
intermédiaire sur un plan horizontal , sera déterminée par l'é- 
quation 



a*oo9# 



Sm0=S r-: 1, (10; 

2C*81D l ' ^ ' 

que l'on obtient en éliminant y entre les équations (9). En compa- 
rant cette formule à celle du n? 68, désignant par Ô' l'inclinaison 
de Taxe du cône que celle-ci détermine , et la réduisant à son pre- 
mier terme , on en conclura 

sîn Ô =i= - sin fl', 

toutes choses d'ailleurs égales, c'est-iMlire en supposant qu'il s'agisse 
d'un même liquide et de parois de la même nature, que I^ngle corn- 
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pris entre chaque plan donné et le plan intermédiaire soit égal à 
celui que fait chaque arête du cône avec son axe, et que la distance 
du milieu de la goutte au sommet du cône , soit la même que sa dis- 
tance à FintersectioD des deux plans donnés. 

Daus les applications qu'on pourra faire de la formule (lo) y on ne 
devra pas oublier qu'elle suppose très petit l'angle des deux plans 
donnés , l'épaisseur de la goutte aussi très petite par rapport à sa lar- 
geur, et cette largeur elle-même très petite, soit par rapport à 
la distance du milieu de la goutte à l'intersection des deux plans 
donnés, soit à l'égard de la constante à relative à la matière du 
liquide. 

(126}. Lorsque les deux plans donnés auront été préalablement 
mouillés par le liquide dans toute leur étendue , on aura û» = ^ , 
et, par conséquent, 



a» 



sinÔ^-T-T — :. (11) 

Dans ce cas , l'angle 8 a été mesuré avec soin par Hauksbée , pour 
différentes valeurs de c (^). Mais, malheureusement, il parait que 
les dimensions de la goutte de liquide ne satisfaisaient pas aux condi- 
tions que cette formule suppose; car, pour chaque valeur de c, elle 
donne un angle plus que double de celui qui a été mesuré. 

En effet , dans l'appareil d'Hauksbée , on avait 

:i sm z = 5 — . 

Le liquide était l'huile d'orange. Or, M. Gay-Lussac a trouvé qu'à 
la température de i5*,5, ce liquide s'élève à io"",4 au-dessus de son 
niveau dans un tube dont le diamètre est i'"™,296^ et qui a été 
mouillé préalablement par ce même liquide. On en conclut (n^ 56) 

a^ = (6,8740) millimètres carrés. 

Je prendrai pour unité le pouce anglais, dont la longueur est 
35"",59i8; il en résultera 



^»»m 



(*} Sa|>plémeat ma livre X de k Mécanique oileste, page 55. ' 

35.. 
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a^ = 0,010662 , a = o,io535> 
et, par conséquent, 

• A 3,4117 

sin fl =: ^^ ' ; 

la distance c étant aussi exprimée eii» pouces anglais. Or, si Ton fait 
successivement c=e8, C7=io, c:?=2, qui sont la plus grande, 
la moyenne et la plus petite des distances pour lesquelles Hauksbée 
a mesuré l'angle 9, cette formule donne 

ft == o« 58' 12", fl = i« 57' 20^ fl = 58<^ 52^ 
et^ suivant l'observation, on a seulement 

6 = 9' 58", fl = 54' 58", 9 == 2 1 • 54' 58*". 

Mais flauksbée n'a pas fait connaître la largeur de la goutte li- 
quide ; et la constante a n'étant que d'un dixième de pouce , il y a 
lieu de croire que le rayon de la goutte n'était pas à la fois très petit 
par rapport à a et très grand par rapport a sa demi-épaisseur qui sur- 
passait la moitié de a dans le cas de c == 18. Il faut remarquer que le 
physicien anglais dit qu'à mesure que la goutte s'approchait de l'in- 
tersection des deux plans, elle devenait de plus en plus oblongue; 
circonstance qui n'aurait pas lieu si la largeur de la goutte satisfaisait 
à la double condition que notre analyse suppose; car alors, en vertu 
de l'équation (7), la goutte serait toujours à très peu près circulaire. 
La discordance des valeurs de observées et calculées, ne prouve 
donc rien contre la théorie; et je n§ doute pas que si Ion répétait 
l'expérience d'Haulsbée sur des gouttes de liquide d'un rayon aussi 
petit qu'il serait possible par rapport à rt, et d'une épaisseur encore 
plus petite , l'angle qu'on observerait ne s'accordât avec celui qui 
serait donné par la formule (11). Dans cette expérience, il serait pré- 
férable d'employer l'eau , qui est le fluide pour lequel la constante a 
est la plus grande. 

La formule de la Mécanique céleste que l'auteur a comparée aux 
observations d'Hauksbée, est la même que la formule (11). Cependant, 
les différences quil a trouvées entre le calcul et l'expérience s'élèvent 
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une seule fois à 3*^ et sont généralement beaucoup moindres. Elles 
sont encore trop grandes pour être attribuées aux erreurs des obser- 
vations; mais^ de plus, Laplace a fait usage, pour déterminer la 
constante a^y d'une élévation de l'huile d'orange, dans un tube capil- 
laire, qui n'estas moitié de celle que j'ai employée , d'après l'expé- 
rience de M. Gay-Lussac; et c'est pour cette raison qu'il n'a pas Ob'- 
tenu, comme moi, des valeurs de d plus que doubles de celles 
qu'Hauksbée a trouvées. Cette élévation de l'huile d'orange avait 
été mesurée, par Haiiy, sans avoir préalablement mouillé le tube 
avec ce liquide, dans toute sa lopgueur; et Ton sait que, faute 
d'avoir pris cette précaution, les élévations de difiërens liquides 
qu'Haiiy a mesurées, sont trop petites de plus de moitié. Hauksbée 
avait eu soin de frotter d'abord avec de l'huile d'orange les deux 
plans de verre qui formaient son appareil; il fallait donc, pour 
calculer les inclinaisons correspondantes à celles qu'il a mesurées, 
faire usage de l'ascension d'un liquide dans un tube mouillé par ce 
même liquide, comme celui dont M. Gay-Lussac s'est servi. 

(137). On admet, comme un résultat de l'expérience, que quand 
on incline un tube capillaire plongé dans un liquide, l'élévation, 
positive ou négative, de ce liquide au-dessus de son niveau extérieur, 
reste constamment la même ; mais cela n a lieu que par, approxima-* 
tion , et seulement à l'égard de la partie principale de cette élévation ,. 
qui est en raison inverse du diamètre du tube. 

En effet, supposons que la suiface intérieure du tube soit celle 
d'un cylindre à base circulaire ; appelons 6 le complément de l'angle 
aigu que fait son axe avec un plan horizontal ; prenons pour origine 
des coordonnées le point où cette droite rencontre le plan du niveau 
extérieur; par ce point, menons un plan perpendiculaire à certte 
droite, et désignons par ^, v^ u, les trois coordonnées d'un point 
quelconque de la surface capillaire , respectivement parallèles à l'axe 
du cylindre, a l'intersection du plan perpendiculaire et du niveau 
extérieur, et à un troisième axe perpendiculaire aux deux premiers. 
Si nous désignons par z l'ordonnée verticale du même point, comptée 
en sens contraire de la pesanteur, à partir du niveau du liquide, nous 
aurons 

z = ( cos d -f- 1/ sin &, 
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en supposant que les Z ^t les u positives soient aussi dirigées vers le 
haut. L'équation de la surface capillaire sera l'équation (i) du n^ 122, 
dans laquelle on £era ^ s» o ; et si l'on suppose le rayon du tube très 
petit par rapport à la constante a, relative à la matière du liquide p 
la valeur de Z pourra s'exprimer par la série convergente du n* i a? ; 
d'où l'on conclut^ sans aucun calcul , qu'en négligeant les termes di^ 
visés par a^, cette quantité Ç sera la même que si la surface du li- 
quide était une surface de révolution qui eut pour axe celui du cy- 
lindre, et qu'en même temps la constante u* f&t remplacée par 

— jr. 11 résulte de là que si Ton fait 
cos * . 

on au^a la valeur approchée de Ç en fonction de ^, en mettant' 
-^-^ à la place de a^ dans les formules du n"" 54 > et négligeant les. 

termes divisés par a* ; ce qui donne 

C = - ;:^. - » + =^V^' + j v^"?-^^^ . 

où Ton représente par et le rayon du tube^ et par b le cosinus de l'angle 
que nous avonô désigné précédemment par o), et où l'on regardera 
les radicaux comme des quantités positives. En substituant cette 
valeur de Ç dans celle de z ^ on aura l'élévation de la surface ca- 
pillaire au-dessus du niveau du liquide; et l'on voit qu'il n'y aura 
que le premier terme de la valeur de z qui sera indépendant de 
l'angle 9. 

Dans le cas le plus ordinaire^ où le tube est mouillé dans toute 
sa longueur par le liquide , et où Ton a o» = ^ , cette valeur de z est 



a* 1 ace co$ 



Si l'on appelle h l'ordonnée du point le plus bas de la surface du 
liquide y et qu'on fasse 
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pour déterminer les valeurs correspondantes de u et i^, on trouve 

-A » «* I a* cos 6 

P:=:0, w:=: — «SinB, A = tt + — 5 — . 

et S 

A raison de ce dernier terme, la hauteur h diminue donc un peu 
quand l'angle 6 augmente , c'est-ànlire quand l'axe du tube s'écarte 
de la direction verticale. Les observations de ce genre sont assez 
précises pour rendre sensible cette diminution. Quant au volume du 
liquide contenu dans le tube au-dessus de son nrvenu extérieur, il 
augmente avec l'inclinaison , et suit la raiaoD invei^ du cosinus de 
cet angle, d'après ce qu'on a vu dans le n* 56. 
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CHAPITRE VIL 



Notes et Additions. 



(128). Quoique les principes sur lesquels est fondée la théorie qui 
fait l'objet de cet ouvrage différent essentiellement de ceux de la 
Mécanique céleste ^ cependant nous avons obtenu des équations de la 
même forme que celles que Laplace a données^ soit pour la surface ca- 
pillaire, soit pour son contour tracé à àes distances des parois du tube, 
insensibles , mais plus grandes que le rayon d'activité moléculaire. A 
la vérité y nous n'avons pas trouvé les mêmes expressions en intégrales 
définies , des constantes spéciales que ces équations renferment ; mais 
il n'en peut résulter aucune différence dans les conséquences qui s'en 
déduisent , parce que les lois des forces moléculaires n'étant pas con- 
nues , on ne saurait calculer, à priori^ les valeurs numériques de ces 
constantes qui ne peuvent être données que par l'observation. Il n'en 
est pas de même à l'égard de la pression exercée par un liquide sur 
la surface d'un corps solide, contre lequel il s'appuie, ou, plus exac- 
tement, sur une surface tracée à distance insensible de celle de ce 
corps. J'ai calculé directement la pression verticale sur un corps 
plongé en partie dans un liquide , que l'on s'était contenté , jus- 
qu'ici, de conclure d'une considération indirecte ^ mais exacte (n** 83). 
J'ai calculé de même la pression horizontale; mais la valeur que 
j'ai obtenue ne s'accorde pas avec celle que Laplace avait don- 
née (n^ 85). D'après celle-ci, la pression horizontale serait diffé- 
rente sur les deux faces parallèles d'une lame verticale, d'une très 
grande largeur, lorsqu'une de ces faces est mouillée, dans toute sa 
hauteur, par le liquide, et que l'autre ne l'est pas, ou, générale- 
ment, lorsqu'elles ne sont point l'une et l'autre de la même na- 
ture. Il résulterait de cette différence de pression, qu'un corps isolé, 
flottant à la surface indéfinie d'un liquide , y pourrait prendre un 
mouvement horizontal et perpétuel, qui serait dû à l'action mu- 
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ttielle des points du liquide et des points du corps ; ce qui parait 
difficile à admettre, quoique, dans ce mouvement, le centre de 
grayité du système entier ne soit pas déplacé. Je trouve cette re- 
marque dans une lettre que Th. Young m'avait écrite, il y a plu- 
sieurs anpées. Il en faisait une objection, sur laquelle il insistait 
beaucoup , contre la théorie de Laplace ; mais elle n'aurait pas lieu 
contre la nôtre ; car d'après la formule du n^ 85 , relative a là pres- 
sion horizontale , cette force est la même sur les deux faces d'une 
lame isolée, soit qu'elles soient de même nature ou de nature dif- 
férente (n® 96), et, conséquemment , ce corps ne peut prendre au- 
cun mouvement de translation à la surface du liquide. Quand il y 
a deux lames verticales et parallèles qui flottent à cette surface, et 
sont peu éloignées Tune de l'autre, la force qui tend à les rappro<- 
cher ou à les éloigner davantage ne dépend que de Tétat de leurs 
£ices internes; elle est toujours attractive quand ces deux faces sont 
de la même nature : lorsqu'elles sont de nature différente, c'est-à-dire 
lorsque Iç liquide s'élève le loog de l'une et s'abaisse le long de 
l'autre, j'ai fait voir qu'il peut prendre deux figures distinctes d'équi* 
libre, et que, pour l'une, la force dont il s'agit est répulsive à toute 
distance, tandis que pour «l'autre, elle devient attractive quand la 
distance est tombée au-dessous d'une certaine limite. Ce second état 
d'équilibre fournit la véritable explication du phénomène observé par 
Haûy sur une lame d'ivoire et une lame de talc laminaire (n* loo). 
Dans aucun cas , une ou {^usieurs lames flottantes ne pourront être 
transportées toutes d'un même côté. 

On a vu que je m'écarte aussi de la Mécanique céleste, en ce qui 
concerne l'explication des phénomènes qui ont lieu quand le liquide 
atteint l'extrémité supérieure du tube. La démonstration que La- 
place avait donnée de l'invariabilité de l'angle compris entre les nor- 
males à la surface du liquide et à celle du tube , menées par chaque 
point situé à une distance insensible de leur commune intersection , 
n'a pas paru satisfaisante; et M/ Gauss en a donné une autre très 
élégante, et qui ne laisse rien à désirer, lorsqu'on fait abstraction 
dé la variation de densité -du liquide près de sa surface et jurés de 
celle du tube. En ayant égard à cette variation, dont la loi est in- 
connue , j'ai démontré la même proposition , dans le chapitre Ul , 
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d'ode minière qm^ ja crois ^ ne peut laiaacar aucun doute. L'invar 
rtabilité de Fangle des deux normales^ que j'ai appelé 6^, exige mnr 
lement que la courbure dn tube ne soît pas extrècuement graude, 
ou p autrement dit , que son rayon osculateur ne soit pas insensiUe 
et du même ordre que le rayon d'activité moléculaire. Cependant f 
Laplaee supposait que cet angle change de grandeur, lorgne le lir 
quide atteint l'extrémité du tube; ce qui est inadmissible; car l'arête 
qui termine la surfieice intérieure du tube a toujours un rayon itt- 
comparablement plus grand que le rayon d'activité des m<^cule8. 
Mais l'angle qui entre dans les formules relatives à Télévation et à 
la courbure de la surface du liquide , est celui que fait la normale 
à cette surface avec un plan horizontal , lequel angle est égal à C0, 
augmenté d'un autre angle î compris entre la normale k la surface 
du iube et ce dernier plan. Or^ l'angle i variant le long de l'arête 
du tube, il en résulte que quand le liquide a att^nt cette arête, 
la courbure de la surface du liquide et l'élération de son sommet 
peuvent aussi varier, conformément à l'observation, sans que Tangle 
m éprouve aucun changement. La considération de cet angle / est 
également indispensable, lorsqu'on veut déterminer le poids néces^ 
saire pour détacher un disque solide de la surface d'un liquide. Tune 
ées questions les plus intéressantes de cette théorie, que l'on n'avait 
pas, ce me semble, considérée sous son véritable point de vue. En 
effet, le disque et le liquide étant soulevés graduellement par un 
poids qui croit par petites parties, ce poids et la hauteur corres- 
pondante du liquide sont, à chaque instant, des .fonctions de l'angle i 
qui représente l'inclinaison de la normale- à la surface de i arête du 
disque siir un plan horizontal ; c'est lorsque ces fonctions aitetgnent 
ieur maximum par rapport à i, que le disque se détache du liquide.; 
et il en résulte la condition d'après laquelle on détermine la granr 
denn* du poids propre à opérer la séparation du disque et du lir 
q^iide. 

Enfin, indépendamment de ces considérations délicates, qui ont 
pour objet de rectifier, en. {dusieurs points, la théorie de l'action ca- 
pillaire, et des principes nouveaux sur lesquek j'ai proposé de L*éta^ 
blir , le chapitre précédent renferme les solutions de deux problêmes 
dont on ne^ s'était point encore occupé. L'un se rapporte à ^ figure 
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dVini liquide Terôë sur un liquide pin» pmnt j Tatitre est relatif à 
l'adhésion d'un cylindre capillaire à un liquide^ question analogue 
à celle de Tadhésion d'un disque , d'une grande largeur^ mais qui se 
rasottt par une analyse toute différente. 

On trouTera dans les notes suivantes quelques dételoppemens qui 
m'ont paru utiles^ et des expériences que Ton in*« comitttmiquées pen^ 
dant l'impression de cet ouvrage. 



'» ^ 



§ I*^ Constitution intime des corps, et particulièrement des fluidesi 

miture des forces moléctdaires 4, 

(ng). Les corps sont formés de molécules disjointes, c'est-inlire 
de portions de matière pondéraUe, d'une grandeur insensible, sépa-^ 
rées par des espatts vides , ou des pores ^ dont les dimensions sont 
aussi imperceptibles à nos sens. Indépeadaoïment de la matière pon*' 
dérable qu'elle renferme , on suppose que chaque molécule contient >, 
en outre, une quantité variable d'une substance impondéraUe, <fà dont 
le poids ne peut être rendu sensible , que l'on appelle le calorique y et 
qui est le priadpe de -la chaleur. 

Toutes les parties de la matière sont soumises à deux sorteB d'actions 
mutodles. L'une de ces forces est attractive, ind^ndante de k nature 
dcscoipsovde leurs molécules, proportionnelle au produit des massée, 
et en raison inverse dti carré des dbtances ; elle s'étend indéfiniment 
dans l'espace, et produit la pesanteur universelle et tous les pfaéno^ 
màties qui sont du ressort de la mécanique célestCé L'autre est en par^ 
tie attractive et en partie répulsive ; elle dépend de la nature des mo* 
lécules et de leur quantité de icalorîque. On attribue la partie attractive 
à la matière pondérable , et la partie répulsive au calorique; et, en 
effet, œlle-ci change d'intensité, quoique le poids des molécules n'ait 
pas changé. L'excès de l'une sur l'autre est ce qu'on BppeHe propre- 
ment \iL force moléculaires Elle tend à mpproiiher ou àéeûrter les 
» seion que l'action de la joutièra pondérable est {dus grafnde 
ùndre que l'aetio» calorifique. Sun intetisité décuolt très rapide^ 
quand U distance des molécule» img— ute, et devient tout^ 
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266 NOUVELLE THÉORIE 

à -fait insensible^ dès que cette distance a acquis une grandeur 
sensible. 

La résultante des forces moléculaires dans laquelle la répulsion du 
calorique est généralement prépondérante^ produit la pression des 
fluides sur eux-mêmes et sur les corps solides, et la résistance que 
ces corps opposent aux fluides. Tous les phénomènes de la capiUarité 
dérivent aussi des forces moléculaires ; mais ils répondent k uué par- 
tie de leur résultante , difierente de la pression , et dans laquelle , 
au contraire, c'est toujours l'attraction qui prédomine. Cette partie 
de la résultante dépend, comme on l'a vu dans cet ouvrage, de }a 
figure du liquide et de la variation rapide de densité qu'il éprouve 
/ près de sa surface et près de celle du corps contre lequel il s'ap- 
puie. L'agrégation des difierentes parties dans les corps solides et la 
forme régulière des corps cristallisés sont dues à la portion de la 
force moléculaire qui dépend de la forme et de la situation rela- 
tive des molécules. Cette force tout entière, modifiée par l'état 
électrique des molécules, est la cause générale des affinités chi- 
miques. 
. Indépendamment de la pesanteur universelle et de la force molé- 
culaire, telle qu'on vient de la définir, il existe dans la nature des 
forces particulières, savoir, les actions électriques ou magnétiques, 
et peut-être d'autres encore. Ces forces sont attractives ou répulsives^ 
et suivent, comme l'attraction newtonienne, la raison inverse du 
carré des distances. Cette loi est prouvée par les expériences directes 
4e Coulomb et par l'accord qui existe entre l'observation et le calcul 
fondé sur cette même loi, relativement à la distribution du fluide 
électrique ou magnétique , déterminée par l'expérience ou par Tana- 
lyse mathématique. Il y a donc lieu de croire que , soit pour les subs- 
tances impondérables, soit pour les parties des corps dont le poids 
est sensible , il n'existe que deux lois difierentes de décroissement des 
forces naturelles, l'une en raison inverse du carré des distances , 
l'autre suivant une fonction qui n'a de valeura sensibles que pour 
des distances insensibles. De plus , pour toutes ces forces , la réac- 
tion d'une molécule sur une autre est toujours égale et contraire 
il Inaction de la seconde molécule sur la première. On doit ad- 
mettre, ce principe coomie une loi universelle de la nature, que 
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peisonne ne coDtOBté , mais qu'il ne serait pas possible de démon- 
trer par le simple raisonnement; car il n'y a^ à priori^ aucune 
raison pour qu'une portion de la matière ne* puisse pas être atti- 
rée ou repoussée par une autre , sans que la première attire ou re- 
pousse également la seconde. 

Ainsi, tous les mouremens que nous observons, nous devons les 
attribuer à des forces d'attraction ou de répulsion, pour lesquelles 
l'action est égale à la réaction , et qui varient avec les distances , sui- 
vant une des deux lois précédentes. Les vibrations des corps élas- 
tiques et la communication du mouvement, soit par le cboc, soit par 
la pression , résultent de la force qui n'est sensible qu'à des distances 
insensibles, c'est-à-dire de la force moléculaire. Nous ignorons si les' 
mouvemens volontaires sont dus à cette cause, ou bien à une force 
analogue à celle qui émane de l'électricité en repos ou en mouve- 
ment, ou même tout-à-fait identique; nous ignorons de même com- 
ment la volonté met les différentes parties d^un muscle dans un état 
d'attraction ou de répulsion mutuelle : mais quand ce muscle s'étend 
ou se replie , nous pouvons assurer que ce mouvement est dû à des 
forces variables avec la distance , et soumises à la loi de l'action égale 
à la réaction ; car , sans cette dernière condition , les animaux au- 
raient la faculté de déplacer leur centre de gravité sans le secours d'un 
appui extérieur et d'aucune force étrangère* 

(i5o). 11 importe au progrès des sciences que la Mécanique ra- 
tionnelle ne soit plus maintenant une science abstraite, fondée sur 
des définitions relatives à un état imaginaire des corps. Les lois de 
réquilibre et du mouvement des différentes sortes de corps doivent 
être déduites de la considération des forces moléculaires; et c'est, 
en effet , ce que je me suis proposé dans mon Mémoire sur VÈqui^ 
libre et le Mouvement des Corps élastiques et des fluides, qui fait 
partie du J20* cahie^de l'École Polytechnique. Mais pour appliquer 
à ces forces l'analyse mathématique, les notions générales qu'on vient 
de rappeler seraient insuffisantes, et il est nécessaire d^entrer, à ce su- 
jet , dans des détails j^us précis. 

Les molécules des corps sont si petites et si rapprochées les unes 
des autres, qu'une portion d'^n coq» qui en renferme plusieurs my- 
riades, peut encore être suj^posée extrêmement petite, et la grandeur 
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de son volume insensible. Cela étant, si d'nn point M comme oeatrfe 
et d'un rayon insensible , on décrit une sphère dans rintërieur d*un 
corps, qui comprenne nn nombre extrêmement grand de ses mole* 
cuks ; si Ton désigne par f4 la somme de ses masses , par (^ son vo^ 
lame, et qn'on fasse 

ce rapport p est ce qu'on appelle la densité du corps au point M, 
quelle que soit d'ailleuis l'inégalité de masse des molécules et leur 
distribution régulière ou irrégulière dans l'étendue de 9. De même , 
en désignant par n le nombre de molécules que 9 renlerme^ et 
fiiisant 

* 

cette ligne c, de grandeur insensible ^ est ce que j'ai appelé V.Û9- 
WvaUc mojren des molécules qui repond au point M et à la 4^i^ 
site p' 

ScHcnt m et m! les masses de. deux molécules voisines, c et c' 
leurs quantités de calorique, M et M' leurs centres de gravité, 
et r la distance MM' ; çt considérons l'action mutuelle de ces deux 
molécules. Supposons d'abord leurs dimensions très petites par rap^ 
port à l'intervalle qui les sépare. L'action dont il s'agit se réduira 
alors à une force unique , dirigée suivant la droite MM',, et dont l'in- 
tensité sera une fonction de r, que nous représenterons par H; en 
même temps, leur répulsion mutuelle sera proportionnelle au prqr 
duit de c et c\ et leur attraction au produit de lit et m\ En con- 
sidérant la force R comme positive ou comme négative, selon qu'elle 
tendra à augmenter ou à diminer la distance r, sa valeur sera Fpxcès 
de la répulsion sur l'attr^ipaj^ et si l'on suppose qcie rattractîon 
réciproque de la ipatière pondérable et du calorique ^ qui rçti^t 
celui-d dans chaque mo)éçulie , s'étend au^-nielipcs , \\ faudra retraur 
cher de cet e^^cès l-attractioQ du calorique fi|ttfich4 ^ m' ^vf la m#rr 
tière de m, et celle de la matière de n^'r sur le calorique attaché à 

m^ lesquelles .forcçs , sçrqçt prx^rtioppelles^.W pnçmièrâ au produit 
mc\ et la fieco^dç i^ nfç. Qç c^tte mmièp^, U vakMCQmplàte de 
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R sss c(fy — mm! m — m(fÇ — m'cQ^ ; 

les coefficiens >, a, C, ^', étant des quantités positiTes. Le premier 
sera indépendant de la nature de m et de celle de m', le second dé- 
pendra de l'une et de l'autre, le troisième ne dépendra que de la na- 
ture de m y et le quatrième de celle de m\ 

Eu réunissant ces trois derniers termes en un seul , on pourra écrire 
la valeur de R sous la forme : 

Rrst'r — /r. 

Chacune des deux fonctions Fr et fr n'aura que de» valeurs positives; 
et si l'on fait abstraction de l'attraction en raison inverse du carré des 
distances , qui n'a aucune influence sensible sur les phénomènes dé- 
pendans de la force moléculaire proprement dite , ces valeurs décroî- 
tront très rapidement et sans akernative , à mesure que la variable r 
augmentera, et elles deviendront insensibles pour toute valeur sen- 
sible de r« Pour une certaine valeur de cette distance, on pourra 
avoir Fr=:=Jfr et R =s o ; le signe de R sera différent en-deçà et au- 
delà , soit que la répulsion Fr l'emporte d'abord sur l'attraction fr, 
soit que le contraire ait lieu à l'égard de ces deux forces. 
. Lorsque les deux molécules m et m! ne seront pas assez éloignées 
l'une de l'autre pour que leur forme n'ait aucune influence sur leur 
action mutuelle, cette action ne sera plus dirigée nécessairement 
suivant la droite MM', et il pourra même arriver qu'elle ne se ré- 
duise pas à une seule force. Ses c6inposantes seront toujours des 
fonctions de r, qui n'auront de valeurs sensibles que pour, les va- 
leurs insensibles de cette variable ; mais elles dépendront , en outre , 
des angles qui déterminent la direction de la droite MM' par rap- 
port à des sections déterminées de m et m' ; en sorte qu'elles va- 
rieront^ si l'une des molécules vient à tourner autour de l'autre, 
ou sur elle-même, sans que la distance r de leurs centres de gra- 
vité ait changé. Ce cas général est celui des corps solides; le cas 
particulier, dans lequel Taction moléculaire se réduit à la force R^ 
a lieu dans les fluides ; ce qui peut provenir de la distance de leurs 
molécules, qui serait plus grande que dsins les solides, ou de ce 
qu'elles s'écarteraient moins de la Ibvme spbérique. 
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Pour former les équations de Tëquilibre des corps solides et des li- 
quides f il n'est pas nécessaire de calculer la force 'totale qui agit sur 
une molécule isolée. Ces équations et les pressions intérieures ne 
dépendent que de la, résultante des actions qui ont lieu entre deux 
parties du corps , de grandeur insensible , mais qui comprennent , 
l'une et l'autre, un nombre extrêmement grand de molécules; leur 
distribution y dans chacune des deux parties du corps, nous est en- 
tièrement inconnue ; et il y a lieu de croire qu'elle n'affecte aucune 
sorte de régularité, soit dans un fluide, soit dans un solide non 
cristallisé et qui n'est pas comprimé , par des forces étrangères , 
dans un sens plut6t que dans un autre; mais, si l'on suppose que 
la sphère d'activité de chaque molécule, quoique son rajon soit in- 
sensible, s'étende néanmoins à un nombre extrêmement grand des 
molécules circonvoisines, la résultante dont il est question sera une 
fonction dé l'intervalle moyen €, déterminée et indépendante des 
irrégularités de leur distribution. C'est sur cette hypothèse qu'est 
fondé essentiellement le calcul des forces moléculaires; on peut l'ad- 
mettre comme étant conforme k la nature , et l'on y est conduit en 
considérant l'influence des masses dans les phénomènes qui sont du 
ressort de la Chimie. Dans le cas d'un corps solide comprimé par 
des forces étrangères, dont il ne s'agit pas dans cet ouvrage, l'ac- 
tion d'une partie du corps sur une autre dépend, en grandeur et 
en direction, du sens de la compression, et dans le cas d'un corps 
cristallise , elle dépend aussi de la supposition qu'on fait sur la dis- 
position respective des molécules et sur la direction des forces qui 
émanent de chaque molécule. 

La force {l , relative à l'action de deux molécules isolées m et m', 
est une quantité insensible ; mais on peut concevoir deux masses de 
grandeur quelconque et d'un même volume qui sera pris pour unité, 
dont Tune aurait la densité f du corps autour de m, et l'autre la densité 
f^ autour de m% et qui seraient telles, que toutes les molécules de l'une 
agissent, par hypothèse, sur toutes les molécules de l'autre, suivant 
des directions parallèles , et avec la même intensité que m agit sur m'. 
L'action totale de l'une de^ces masses sur lautre sera Une force équi- 
valente à un poids donné',- et elle exprimera la mesure de la force 
moléculaire, rap|)ortée aux unitÀ de volume et relative à la distance r^ 
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à fSndroH du corps où se trouvent led molécules n» et^m^ Si Poti d^ 
signe par (p cette mesure^ ^ sera une fonction de r, insensible pour 
KMUe valeur sensiUe de r, proportionnelle au. produit des nombres 
4e molécules contenues dans les deux unités de Toèume, ou y ce qui est 
la iuôme chose., au produit pp\ et dépendante en outre ^ daiis les 
corps hétérogènes, des coordonnées de m et de m\ Près de la surftice 
de s^fMuratiou de deux, li9uides , ou d cin liquide en Oontact avec un 
soUde» cette quantité p variera très . rapidement , nou*seulement par 
rapport à r, mais aussi par rapport à la distance à cette surface, par 
suile de la variation rapide que la densité éprouve dans Tépaîsseur de 
U couche superficielle. Le produit de 9: et dune puissance positive de' 
r sera partout insensible ^ en même temps que ^ , pour toute valeur 
sensible de r; la somme des valeurs de ce produit, ou bien une 
inlégrale, telle que/r^^dr^ par exemple, prise entre des limites de 
girandeur sensible^ sera également insensible* Si donc on doit prendre 
cette intégrale depuis zéro, ou une valeur insensible de r, jusqu'à 
une valeur sensible ou seulement plus, grande que le rayon d'acti-* 
vite moléculaire , il sera permis , sans aucune erreur appréciaUe , 
d'étendre cette même intégrale jusqu'à une valeur de r aussi grands 
que l'on voudra, et mèm^ jusqu'à r=3:.oo. C'est pour cette raison 
que les résultantes des. forces moléculaires sont indépendantes de la 
grandeur du rayon d'activité des molécules, qui ne saurait être 
fixé d'une manière précise , et dont on sait seulement qu'il est in* 
sensible. 

' . En calculant ces résultantes , j'ai sujqposé que toutes les forces , 
attractives ou répulsives, qui agissent sur chaque molécule, éma^ 
neut des autres molécules comprises dans sa sphère d'activité, et je 
n'ai point eu égard à l'action du calorique qui se trouve actuelle- 
ment dans les pores sous forme rayonnante. L'expérience prouve , 
en effet, que la portion de calorique qui se meut dans le vide est 
extrêmement petite par rapport à celle qui est attachée aux parties 
pondérables des corps et qui entre dans la composition de leurs mo** 
lécules ; car si Ton réduit ou si l'on augmente subitement un espace 
dans lequel on a fait le vide aussi exactement qu'il est possible, on 
n'observe aucune variation de chaleur, ni dans cet espace, ni dans 
les corps environnàns, contrairement à ce qui arrive dès que ce 
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|i:3.i)d La. par&ite mohîUlo des flqiABf est De «fn» ki diilttigfueidM 
qorp»! $al}()«a; il en résak» 'ane pbpriétëi spMale dea 4tiidw, ani* 
l^qu^llb sQQt fondées Isa^écpialioM de lebrëqfqilttyret^étii qui /dériva 
de )a nabire déa'fectMwt aautcienea de ietini moléaiiiaa* .Fotir>«9vpK^ 
qn^r^ ii;Yao peëoîsranyi en -quoi oensiate^ oeétf (>ra{M4étd> ilk'ùMifÊttiP^ 
p«rer tes leffets de. .la tampnsmmn dans: les ccAps^ ^Mlid^s éi daiai léa 
A«tflç8*-- » . I- - •• * .•. ;:or ' 

Lortqéet la. fimbe d'm» cnrpâ aolide 9^ ch^ngie, %t qûé aea wM^ 
Gddea MBè d^laoéce par deg foitea qtiafeoff^nefe ^ agiiMvtit dkùs koil^ îdk 
térîdiur M: à sa aanrfaée, toua iea pôttïta^ evatéi^tr^ éMicfiit prftAfti-^ 
yement âitiM sw une niéme dftffte ^ d*«ne longrar Inaetaaîbld'^ soM 
eilcotDa en li^ie droite apriëa leur» dëplacerMiâ. Si M et M' sont féa 
oaiitrea^dignaaita-de dâix mcriéettleâeKtréiittomé^trt rapÎMt>eliéaa Ttm^ 
dfej^nvfrç> ladvdiet&fikf leDOontre la méoM série d^ mèiéiiQleâ dâoa^ 
leadelix état» succem&dm corps j par eanaëqtiMt, ràngmemttatioa o^ 
1^ dlmiAnticHi de kmguenr qu'elle soiitt^ eipmparâs à sa k>ag«aar pii^ 
i«Rtîire<^ &iA connaître k dilatatip» 01» ki, contraelion du corps atii^ 
vani h diraction' Mll'L II arrive, en g^aérali» qme< ta eoMM^tton^ 
pOsMlîvi» <M négatisrèr eat diffiArenie en^ 'ditfëreés aana autour d'mi 
iip#!pe liioiiiii M!^ et qu,'il y a même dilatâtinn dana^ on aèbs et oafrt; 
tr^lion daAfi non atitve diMCtion^ ./•<.. 

« 

La même chose n'a pas lieu relativement aux fluides. Lorsqne- lea- 
mol^çi^es d'un flaide homogène ou beferogène: sont soilîdtées^ par 
dfiSrtf)9rçe$. doaméesiy cm! qu'une pra;sk>h„ plnami iqieim- g^nndte^i eM^ 
eier^ 4 $a snrfaee, il se eomprime; on> se^ dHntë également en Um» 
seiff aiitour de^ chacua de aea. poîntst Une droite AiMV 'usai pefito 
qu'on- v^udira , qiiv j oiat densL pointsi du) fbnde ^ ne< rencnnti^e phsa^ 
les mômeft ra^alécelea avant ^ après TapplicaÉinni de ces: ftircâst Une 
pwrtîe deat moledolea qn'eUe' traversait d'abord vesM: anr cafte droite;^ 
une 9iVk\w partie s!ea:écaete do' dsfievena oè^^as ^ et d'antrea nmlémlefi 
vMMNMsnt.s'y mnger d'oii il rrfwdie qu&ki nocoiiwiaMdient ou;l'alhonM 
gc^eat de 1a droite MM' ne peut plwinm ceméaltie k contraction ou 
U dtHati^tioQ) dn flntdoanfi^ant sadiceotion ^ eti qu'il est mènie peasiMe» 
(ysifi lf> fluide ^hjMgé dp fiarmev'Sana. qv'îA y ait dii atmt on <g> con^ 
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MclWD daoi aucotterdé idès fpérlîéfi ^ ce qai lî'a janlib lien kVégàfé 
4^ QDrpft solides. A^nès k&.daplacemeiis de^ete niblëcûlefi^ uvi flùtdè 
se trouve d<iDC «onslitiié^aulxmrds cbaque point M ^ comind iM^ëlftH 
aitpaaftitatàt ; et l'en dosh aç repiiéseatér les môlâruies'situe^sl'd&iiA là 
spbëre d afetiritd dé M, cbmase un sysfeme tpiî Mste toujouf^ semblable 
à laH-raéiney et «fui est sefalenoieét oonstroftsur vioe plus fuetite^éïk ëdi* 
mke plaa gronde '^héUé^ en oopsidéraut toutefois ce 9ycAèmè éàtA 
MU éksA ndoyen ^ -abstraction faitiel des irrégularités de èà* distrâbutfMf 4é^ 
molécules dont il est composé. D'un point M krua iratire , là édti^ 
lihicffen tm lar dilatatinil égale :en tous .sens ^ et par suite' rintel^blle 
majen e ei^ la densité f^ varient daiUeuro soivatit des kns dépétt^ 
dantce desfA>rce0 données qui agissent fiur'lés molécules^ et tktoA 
de la ntftniie du fluide , quand il n'«it pas boihogène. : ^ 

Cette propriété caractéristique' des fluides de se oontràMw ôii ^ 
se dilater égàlemeiii en tons sens, et de se reconstituer tbujours^ sefti^ 
blablement à enx'«nàinc8 avtour de cbaqne point > peut être atirt^ 
hâtée à la pyrfai^ mobilité de leurs inèldcûles^ résultant de cequ'éU^t 
sont à peu. près sphériquee^ ou assb^ Soignées lee unes ded atitm 
pioar que leur forme n'ait aucune influence éanslble sur leur aeiiotl 
mutuelle. On conçoit ^ en effets que dans cette hjfiothèseï si I^ 
everoe une pression quelconque à la shr&ce d'un fluide , il ne potiira 
paa arriver qu'il se coiitracte inligalement en des sens diftit^ebs ; iiSff 
il n'y aurait «tacnne canae partiouUére qui pèt retenir les itioléetttlè» 
dénis leii directions ou ellea seraient ie plus* ves^rées; et si dèe «dllH 
tractions inégales. avaient lien, de ne pourrait être qu'un état d'éqtli-^ 
Ubre instabk ^ qii oii doit regarder conrane physiquement ibipos^iblë. 
An contraire 9 si le fluide est d'abord dans nn état d'équilibre MbAis^ 
ttnt^ et qu'on y applicpie dé nonveUeft forces quelcoiiqnefe^ lé second 
étal d'équilibre auquel il parviendra pour obéir à cet forces sera stâMé 
comme l'état primitif^ si h nouvel arraoQgement de ses iftoléculesi att^ 
tMir de chaque point éèt semblable à «lui qui a^aît lieu àttpaMVâMrr« 

Dana les corps solides^ cristallisés ou non ^ k cause particulière qill 
retieni lea molécules sur les directions où elles sont plus ou inOïM 
resserrées» né peut être que la partvà de leur action mutuelle qttt dé^ 
pend de leurs formes et de leurfr pàsitions relatives ; en aorte q«e cetlli» 
peÉtie de k foras moléenlaiie cet, eonime oti Fa dit (^Ins kiaM^ lit 
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cause de lu soliditë ou de la cristaHîsationi Si Ton écarte les molÂrolM 
par une addition de calorique, cette force secondaire diminae, en gé^ 
néral, plus rapidement que l'autre partie de leur action mutuelle-; 
son effet peut devenir insensible, et le corps passe alors à Tétat fbiide« 
La viscosité est un état intermédiaire entre la solidité et la parfaite 
fluidité, dans lequel la force secondaire dont il s'agit exnte à un 
moindre degré que dans un solide, et empêche plus ou moins les 
liquides de se contracter ou de se dilater également en tous sens, 
autour de chaque point. 

De ces diverses considérations, on conclut que la force K du 
numéro précédent, indépendante de sa propre direction ^ convient 
exclusivement aux fluides élastiques et aux liquides dépourvus de 
foute viscosité. La théorie exposée dans cet ouvrage étant fondée 
sar l'hypothèse d'une force moléculaire de cette nature , il s^ensuit 
qu'elle ne s'applique rigoureusement qu'aux liquides qui ne sont an* 
ci^nement visqueux. Les applications que nous avons faites à diffi^** 
retis liquides , des formules déduites de cette théorie, supposent donc 
qu'ils n'ont qu'un faiUe degré de viscosité ; ce qui se trouve con** 
firiné par le peu de différence' qui existe, en général, entre les ré^ 
sultats du calcul et ceux de l'expérience. " ^ 

Observons enfin que quand une pression extérieure on d^autres 
fonces données sont appliquées à un fliiide et déplacent ses molécules, 
elles, devront toujours employer un certain intervalle de temps pour 
parvenir, autour de chaque point, k une disposition semblable à lenr 
arrangement primitif. Ce temps, quelque petit qu'on le suppose, peut 
être très différent dans les différons fluides ; mais rien ne se âtisant 
instahitanément , il ne saurait être tout-jh-fait nul , lors même qu'il 
s'agit d'un liquide entièrement dénué de viscosité, on d'un fluide 
aériforme. U n'influe pas sur l'état d'équilibre qui ne s'observe qu'a-* 
près (}ue cet. intervalle de temps est écoulé*; mais, dans le cas du 
mouvement, là position respective des molécules diangeant san^ 
cesse, 0n conçoit qne.cette variation continuelle peut être assea ra- 
pide, pQiir qûr'^lles n'aient pas. lé temps de revenir, comme dans le 
ca$) 46 {l'équilibre ,1 à-unediapoisitibn toujours semblable i elle-même : 
il* leu' résulte. )doBQ'que.idan8"uii fluide eh ratouvevnenti ^et sùi^oot 
qmqdrJks^iritjeaëès relatives i de* se^dfooléoules'^ont très -gnindesy 'lei( 
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cKbtetiiMK et. Ses oondeiualions qàé le fluide éprcmvè ne sont pa^ 
oïMisliimnent égales en toas sens âotour de chaque point; circons^ 
taoee ifui npîirodie^ en qnelque sorte, le mouTement des fluides de 
eeltti des solides élastiques , et rend plus ou moins analogues les vi- 
brations -très rapides de ces deux sortes dé corps, ainsi que je Tai déjà 
remarqué dans une autre occasion. 



§ II. Conversion des sommes en intégrales. 

(iSa). Les liquides. n'éprouvent que de très petits changeniens de 
vdome pour de très grandes variations dans les pressions extérieures 
auxquelles ils sont soumis. D'après l'ancienne expérience du phy-* 
sicien Canton, la dilatation de l'eau, par exemple, n'est que de 
46 millionièmes, pour une diminution de pression égale à la pres-> 
sion ordinaire de l'atmosphère ; et , dans ces derniers temps , on a 
trouvé qu'il fallait employer une pression équivalente a environ 
1100 atmosphères, pour diminuer son volume d'à peu près six cen* 
tièmes : le mercure résiste encore beaucoup plus à la compression. 
Il résulte de là que la pression exercée , en vertu . de l'action mo- 
léculaire , par une partie d'un liquide sur une partie adjacente , doit 
aussi varier dans un très grand rapport, pour.de très petites varia* 
tions de l'iateryalle moyen des molécules; or, il faut pour cela 
que les deux forces,, attractiver et répulsive, dont l'action molécu- 
laire est la différence, soient extrêmement grandes l'une et l'autre 
par rapport à cette différence; en sorte que chacune d'elles aug- 
mentant ou diminuant inégalement d'une très petite partie de son 
intensité, pour ces très petites variations de l'intervalle moyen, leur 
différence se trouve avoir augmenté ou diminué dans un très grand 
rapport. C'est aussi pour cela que la spmme qui exprime la pression 
intérieure n'ayant pas une valeur extrêmement grande, une autre 
somme d'où dépendent les efiefs de la capillarité, et qui s'effectue sur 
un produit contenant un fadeur de grandeur insensible, de plus que 
la première, peut néanmoins avoir encore une valeur sensible. 

Les lois de l'attraction des molécules et de la répulsion calorifique 
étant inconanea,' on ne peut pas décider, à priori, si la somme qua^ 
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IpnJb 4^fiaîet; mm ^o^s «^om prouve, dans le n^ i^^ ^fnet oettè^iré^ 
diactioa est impCASiUe., du moÎM à l'égard de la partie de U p«e»^ 
sioa relative à une $«r&ôe plane ^ d'après Jcb eondiiiotia que oatio 
piMsion doit remplir ; efc# en eiErt^ on pènt fidre ooê înBiirtë d'hypa»^ 
thèses sur les lois de l'attraction et de la rcpidiBOii <qvi flBa^penpiettattt 
pas de remplacer les sommes relatives à la différence de ces denx forces 
par des intégrales^ quoique, dans ces sonàmations, les variables crois- 
sent par degrés extrêmement pçtito* U s'agit ici de donner des exemjdes 
de cette irréductibilité , en nous bornant , pour plus de simplicité , à 
des Mmmes de fonctions d'une setde variabW. 

(i3$). Sait ^ une fiooction dènnée de la -variable a*# Famona 
cjcoltre ^ par dea diffisranosa constantes diont la grandeur sera re- 
pocéseatée par ^; ani^[>060os que les valeors de «a? a'éteiideiit députa 
X ^ < jusqu'à opma»; et dësigimaa par p la somme des valenas 
Con?9spaa<U»tt$ àe.pXf ou, autrement dit, fiiisoiia 

p = ^€ -f- ^2€ -4- ^3« + ^46 -|- etc. ,• 

/•CD 
^œdx, divisée par € 

et diminuée de -fo, sera une valeur approchée de la eomme ^1 et 

IW a vu, dians mon Mémoire sur le Calcul numérique des Inté- 
gres dénies (^)) que la diffévenee de ces deux quantités peut 
s'exprimer par une autre intégrale définie, de sorte que l'on aura 
oxadement 

i étant un nombre eutier ^t positif auquel réppnd U aomn^ 2, qui 
s'étend depuis j ?= i jusqu'à i =; 09 « 

Par le procédé de l'iatégratioa par partie, on réduira la seconde 
intégrale contenue dans cette formule , en une série ordonnée sui^ 
vaut les puissaeces paires de £». deiat les ooe^cieDa naofeimeroat les 
différentielles impaires de ^x, relatives aux dew valeura eaptc^ef 

n Tome Vt 4» Ncmmn» Mémw9*4f fÂemUim^en Soi 
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àê-ax JBMppùàéfm ifw eém* fbnctkM «i tous êeê -GMtkdem ûlffén 
rentiels s'évanouissent à la limite âi^^cCi «t m rep^enlkikt pat 

^, Y, ^, etc. , ïes VâféUrS dfe 0;if, ^, ^^; ete. , qtli r^pônîdétit à 

jc=zo, il en résultera 



I».- ^,1,1 1^. 



pz=s^ r ^dx — - ^ -^ M(p' -H4*'6»(p'" — aV^' + etc. , (2) 



Qàh ïèn # fiiity fMwrr jtfyrëgc^ , 



r • 



. r « • « » 



I 



• *^ £? *» F^ ^ '^ g? ^' TT^ ^ '^ "Sïîï^f 7^^ ^^ 

» •••■■. «> 

Les quantités a, a', a", etc., forment une série ' de -fractions décrois' 
santés dont on connaît les valeurs exactes, savoir : 

a r= — , or = — , a =5 r — 7- , etc. 

la' 720' 30240' 



• l 



De plus^ à quel(|ue t«rnie ({ue 1 on arrête la série (^1 Je rçste qu'il y 
Éiudra ajouter .pour avoir la valeur exacte de p^ 9çp^, e^pqfus paf une 
intégrale définie, dont la valeur changera généralement d'un terme 
à l'autre , et dont on p^tart assignes de» limites qui feront con- 
naître si la série est convergente. Dans le Mémoire dté, j'ai exa- 
miné en détail le cas singulier où le reste éM cdMtâtft /et OÙ les 
termes de la série (a) s'évanouissent tous, excepté les deux pre- 
miers; ce qui oblige de re<!purir à Teqtiation (1) pour calculer la 
valeur A& p* 

.. En général j sî l'on pvenii pour ^ on» fonction, du .j^enre 4e 
celles qui varient trc^ v^^pideiisi^nt et sont insewi)>les< dès\^e Ja ve*« 

riable a acquis une grandeur sensible , les quantités Ça:, x — , 

dx 

d*0X m d^0X " ' 1 «è 11 

x^ -— , x^ -^ , etc., seront toutes du. même ordre de grandeur; 

pour que la série des produits ^, i^\ i^p", ^^<f!"f ^tc/n et,, à pkis 
forte raison, la série (a), soient très rapidement décroissantes, il 
suffira doi0K: qner r vf^t très petiv <^ égard :k l'étencfue cUs odeurs 
sensibles de Çxi et, dans cette hypothèse, la seconde intégrale que 
contient la formule (i) sera toujours une quantité extrêmement pelit|9 
soit qu'efle se développe en séné suivant les puissances def € , soit que 



/*• 



a8o NOUVELLE THÉORIE ; 

ce déyeloppement n'ait pas lieu , k oanaq qM JUwtes lea qiiaotital 
9'% ^"f ^'^f ^tc. 9 sont égales à sséro. 

Pour fixer les idées, supposons que x exprin^e une distance ya- 
riable, et que < soit une ligne constante, d'une longueur insensible. 
Prenons, pour premier exemple, 

X 

px = ce ^; 

c étant une constante donnée , e la base, des Ic^arithmes népériens , 
et ce une ligne constante, dune longueur insensible^ afin que Téten- 
tendue des valeurs sensibles de ^x soit aussi insensible. En fiusant 
c = ^«, et supposant que € soit une fraction extrêmement petite , 
l'équation (a) deyiendra 

p—cQ — i +^ — a'ff» -h a"ff»— etc.); 

et cette série sera très conyei^ente, puisque ses termes décroîtront 
{dus rapidement que les puissances impaires de €. Dans cet exemple , 
la yaleur de /i se réduira sensiblement à son premier terme , savoir : 



'' = ? = 7/o***^- 



Soit, en second lieu. 



9^ = ce 






nous aurons ^' = o, ^''^sso, 9^ = 0, etc. Ce sera donc un des cas 
où la seconde intégrale contenue dans la formule (i) n'est patf déve* 
loppable suivant les puissances de c ; mais comme on a 



X* 4£*ir««< 



/e *'cos^^dr = -«v/'7re 



9 



l'équation (i) deviendra 



P^^l G> - Vw + ye-> ^ ye-^' + 7*-»' - etc.) , 
en faisant — = >• Or, y étant un très grand nombre dans l'hjpo- 
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de ê très petit par rapport k a, cette série sera extrémemeat 
convergente, et tous ses termes, à partir du troisième, seront loutrà- 
fait insensibles. Ort voit, de plus, qu'on pourra négliger le second 
terme par rapport au premier, et réduire cette valeur de p à 



cee 



\/n 



M 



■ «/ O 



comme dans le premier exemple. 

Ces deux exemples suffisent pour montrer que quand on suppose 
l'intervalle € des valeurs successives de x extrêmement petit par rap- 
port a rétendue des valeurs sensibles de ^or, la somme p se transfor- 
mera en une intégrale divisée par €, toutes les fois que px ne sera 
composé que d'un seul terme, ou de plusieurs termes de même 
signe; mais cela n'aura pas toujours lieu, lorsque cette fonction sera 
composée de deux parties, de signes contraires* Ainsi, dans le cas de 



X X 



pxzs^ce * — ce , 
c, c% ce, a\ étant des constantes positives, on aura 

- / ^xdx = — — — , ^ =: ^ — {/ ; 

et quoique - et — soient de très grands nombres , il suffira que les 

coefficieus c et c' soient , à très peu près , en raison inverse d^ ces 
nombres, pour que la valeur de ^ soit comparable et mêine, très su- 

perieure à celle de - / çxdx, et, conséquemment', pour que la 

série (2) ne puisse plus se réduire à son premier terme. Si la fonc-> 
tîon ^x s'évanouissait avec jc, et qu'on eût, par exemple. 



^x 
il en résulterait 



s=\ce • — c'e */x, 



^ r ^ j c** cet'* ^ . , 

'Jçxdxz=z^ — , ^ = 0, ^'aac — 4r'; 

et ce serait alors le troisième terme de la- série (a) qui deriendrait 

36 
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comparable oa siii|>ërsefir an premier, lor^qfae les coe^Bciens ^ et c' se- 
raient à très peu près en raison inverse des carrés de - et -^* 

On peut aussi remarquer que ci le second ou un autre terme de 
la série (2) devient comparable ou supérieur au premier, pour une 
certaine fonction (px, composée de deux parties de signes contraires, 
la même chose n^aura pas lieu à' l'égard d'une autre fonction qui aurait 
un facteur x de plus que ^x, c'est^*<lire k Tégard de la fonction 
xpijc* Je suftpccfa^^ par exemple , que les coefficiâns c et 4^* soient en 

raison inversé de - et —, et je prends successiyement 



-G 



• 1 



(^Xr^py-^e 



^ ^ssthx\- e 




h étant un coefficient qui pourra être aussi grand qu'on voudra. 
Dans le premier cas^ la série (2) se réduira sensiblement^ à son se- 
cond terme; mais, en même temps, dans le second cas, aucun de 
ses termes ne ^ra comparable au premier. Jç ^ponclus de là , con- 
formément à ce qui a été dit dans le n"" i5, que quand la somme 
des valeur^ d'une fonction de la nature de ^x n'est pas réductible 
à une intégrale définie, il n^est point à craindre que la somme des 
vriéttrs de x^x tombe' en ménie temps dans es cas d'excepttmi. 
~ 'On parviendrait amr tuétnes coniséquences , au tpoyea de la for- 

wul* (i), en pn^nant pour e^qpoples d^ jetions çwapqsées d'^xpp- 

nentielles, dont les exposans renfernaent le carré de la variable. 



1 1 » t < ■ ■ I » > 



§ m. Êquaticmsi générales d^ .PéquiUire des fluides. 

(i54)« Si l'on trace dans l'intérieur d'un fluide une surface qui le 
divise eii deux partie, la ppe^oq rapportée à l'unité de surface, de 
Tune des deux parties sur l'autre , en chaque point M de leur surface 
de ( aéparatioa ^ seva ia réauUante ide tans ifoitoea rectangulaires' N, 



DE L'ACTION CÀPILLAmE. ^83 

T^ T' ; la première normale et ditigée de deJM)!^ en dedans de.la jm^ 
tie qui épimiTe la prefiSKm, et Iqb deux autres tangeiUielles* D'apMS 
ce qu'on a vu dans le n* a3^ les Talenrs de œa trois composantes ae*^ 
ront de la forme : 

■ 

en désignant par p une quantité indépendante de la courbure de 
la sur%e et de la direction de son plan tangent en M | par Y uaç 
quantité relative à cette courbure, qui s'évanouit quand la surfe^ce 
est un plan ^ par «r et ^ les coordonnées du point M parallèles aux 
directions de T et T', et par q une certaine intégrale définie^ dppjl 
la valeur dépendra de la matière et de la densité du fluide au 
point M. La quantité p est une somme quadruple non réductible 
à une intégrale I et dont la valeur se déduira, dans chaque C9S, df^ 
forces données qui agissent sur le fluide. Dans le cas d'un liquida 
homogène et soumis à des forces quelconques, la quantité q pourra 
être regardée , ainsi que la densité, comme sensiblement constante, 
ce qui fera évanouir les forces tangentielles T et T\ S'il s'agit d'^fx 
fluide aériforme d'une matière homogène, et soumis, par exempt i à 
Faction de la pesanteur^ sa densité ? et par suite la quautité q, ne varie*? 
ront sensiblement que pour des points très éloignés l'un de l'autre % 4a 
sorte qu'on pourra encore regarder les forces T et T' comme jnwHes^ 
Dans ces deux cas, la pression sur un plap mené par le foi^% JA 

se réduit donc à la force normale pi laquelle ^ indépendairte de 
la direction du plan , et la même ^i en tous sens, autour du pç^ut M* 
C'est en cela que consiste le principe de Tégalité de pression, qo^ 
l'on emprunte de l'expérience et dont on ; fait ordinairement la base 
de l'Hydrostatique ; mais il est évident qu'il n'a lieu que dans les 
fluide homogènes , et seulement lorsqu'on uéglige la vaiiation de 
la dejosité ou de l'intervalle moyen des molécules, produite parles 
forces qui agissent eu toufi leurs points, poujr n'avçir égard qu'aux 
pressions extérieures. Aiosi limité^ ee principe est une conséquence 
immédiate de la propriété qu'ont les fluides de se contracter égale- 
ment en tous sens autour de chaque point, ou de former cons* 
tamment un système de molécules semblable à hii-même; et, ré- 

56.. 
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ciproquement , cette propriété des flaides pourrait se conclure ininié-^ 
diatement de ce principe > considéré comme une donnée de Fexpé- 
rience. En effet, bn démontre directement et sans difficulté que, 
selon que la contraction est la même ou qu'elle varie dans différentes 
directions autour d'un point M, la pression est aussi constante ou 
variable, relativement aux différeus plans menés par ce point. Il 
en résulte que, d'après l'observation qui termine le n* i3i, ]e prin- 
cipe de l'égalité de pression n'a pas lieu dans les fluides en mou- 
vement, du moins lorsque leurs molécules sont animéeside très 
grandes vitesses; mais, sur ce point, nous renverrons au Mémoire 
cité précédemment (n"* 1 5o) ; et nous ne nous occuperons ici que de 
leur équilibre. 

Les équations de l'équilibre d'un fluide quelconque ne dépendent 
que des forces données qui lui sont appliquées, et de la partie p de la 
pression, à cause de la propriété très digne de remarque (n* 78) dont 
jouissent l'autre partie Y de la pression normale et les composantes 
tangentielles T et T'. Si ces forces agissent en tous les points de la 
surface d'une portion A du fluide , prise dans l'intérieur de la masse , 
elles se feront équilibre, sans le secours d'aucune autre force donnée, 
quelle que soit la forme de A, pourvu seulement que ses dimensions 
surpassent le rayon d'activité des molécules, et qu'il n'y ait, en au- 
cun point de sa surface , deux ou plusieurs plans tangens comprenant 
un angle de grandeur finie, en sorte que cette snrÊsice ne présenté 
auciine pointe ou arête Tive. 

Cela étant , supposons que les dimensions de A soient insensibles, 
mais plus grandes que le rayon d'activité moléculaire. Soit M un 
point de A qui sera , par exemple , son centre de gravité , et M' un 
point quelconque de sa surface. Appelons r le rayon vecteur MM', 
dont la grandeur insensible variera d'une manière quelconque avec 
sa direction; et désignons par j?, ^, z, les trois coordonnées rec- 
tangulaires de M > et par x^x\ j -{-jr^ z-^ z', les coordonnées de 
M' rapportées aux mêmes axes. Si la quantité p répond au point M, 
et qu'elle devienne p' au point M', nous aurons 

D*— B -^. ^ :r' -I- 1^ v* -»- ^2' • 
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en négligeant les carres et les produits de a^^ y*, z'. Par le poiût M'y 
menons , dans l'intérieur de A , une normale à sa surface , et soient 
tf y ^, ^, les angles que sa direction fait avQC des parallèles aux axes 
des Xfjr^ z, menées par le même point. En représentant par <» l'élé- 
ment différentiel de cette surface qui répond au point M'^ les ccHupo* 
sautes parallèles à ces mêmes axes, de la pression p'(» relative à cet 
élément, seront 

p'ù^ eos et , p'œ cos € , p% cos y. 

Pour avoir les composantes totales de la pression extérieure qui doi-^ 
vent faire équilibre aux forces données qui agissent sur A, il faudra 
donc calculer les sommes de ces trois quantités, étendues à la sur- 
fiice entière de A. 

Or, supposons, pour fixer les idées, que Taxe des z soit ver- 
tical et dirigé en sens contraire de la pesanteur, et que chaque 
verticale ne rencontre qu'en deux points la surface de A. Grcons-* 
crivons à cette surface un cylindre vertical , qui la divisera en lieux 
parties. L'angle y sera obtus dans la partie supérieure , et aigu dans 
la partie inférieure. Si donc le point M' appartient à la première 
partie , et qu'on désigne par c la projection horizontale àe co , on 
aura 

c = — «cos^. 

Soit, de plus, M. le point de la partie inférieure situé sur la même 
verticale que M', et répondant, conséquemment, aux mêmes coor« 
données horizontales a/ et y. Représentons par a», , y% , Pt f z^ , ce 
que deviennent cê, y^ p, z', relativement à ce point M,. La pro- 
jection horizontale de l'élément », sera la même que celle de œ ; 
on aura donc aus^i 

c = â^i cosyt; 

et la somme des composantes verticales de la pression , qui répon- 
dent à ces deux élémens, sera (/>, — pO^? quantité qui se réduit k 

^ (Z| '^z')c^ en ayant égard à la valeur de p', et observant que celle 

de pi s'en déduit par le changement de sf enz^* Mais si l'on décom- 
pose le volume entier de A en élémens prismatiques et verticaux , 
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et que l'eu représente ptr u le Tolume da prime terminé par m 
et #t 9 9t par l sa loogaeur MIM. , on aura 

La <fiiatititë prëoëdeate deviendra donc — ^ i£ ; et si l'on désigne par 

sf le volume entier de A , on en conclura — ^ ^9 poiKf la compo- 
sante totale des pressions verticales et dirigées de Jl>as en haut. On 
trouvera de même — -^ p et — ^ p;, pour les composantes totales des 

pressions extérieures, suivant les axes des jr et des j^ positives. 

Maintenant, soient X , Y, Z , parallèlement aux axes des x, jr ^ z, 
les forces données et rapportées à l'unité de masse qui répondent au 
p<nnt M f et qui sont, par exemple , la pesanteur, l'attraoCion en rai- 
son inverse du carré des distances qui émane des molécules mêmes 
du fluide , et d'antres attractions on répulsions , agissant suivant des 
lois tpeloonqucs. Soit aussi p la densité du liquide en ce point. En 
négligeant les variations de ces quatre quantités dans tonte Téton* 
due de Ay las forces motrices de cette petite portion du fluide s#* 
mot fi^X, ptfY, ff'Z; en les oompamnt aii;x pressions extérieures , et 
supprimant le facteur commun i^, on en conclura 

pour l'équilibre de A ; ce qui coïncide avec les équations connues de 
V Hydrostatique. 

On en déduit 

dp = p(X^ 4- Y^ + Zdi), 

pour l'équation qui servira à déterminer l'inconnue p en fonction des 
coordonnées a:, j^-, 2, du point M. Mais il ne faut pas perdre de vue 
que cette formule ne convient qu'aux points intérieurs du fluide , 
c''est'-k-dire aux points situés à une distance de sa surface, plus 
grande que le rayon d'activité moléculaire ; en sorte quV)n n'en doit 
pa$ conclure qu pn ait s^npleopie^t dp :^o, pour Téqiialipn d« la 
surÇsiCç librQ ou 3auuû^ k UW PT^on ei;tériem«i cowiSM^e, iw 
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lûmide eso équilibre. En vertu de cette, équation, la résultante des 
forces données X, Y^ Z, couperait cette surface à angle droit, en 
tous ses points ; mais Téquation complète de la surface d'éqtiilibre 
renferme un second terme (n"" ^g) ; et , à moins qu'elle ne soit tout- 
à-fait plane, son plan tangent n'est pas exactement perpendiculaire 
à la direction de la pesanteur, ou, généralement, à la rësultante 
des forces X, Y, Z, qui ne jNrovienneDt pas de l'action molécu- 
laire proprement dite. 



dans 



■ • ■ > * 

(i55). On a ¥u, dans le a"" 108, que l'angle aous loqi^l k «urfiiça 
GWivexe du ïpercure i|ûn pxidé vi^t couper la swfiicq da verre est 
fiî(gl à 45'' 5o\ En aj^lf^tf /^ son cosinua, on a 

ô = 0,70091; ..;... 



I I i 



on sait tusaî qu'en pveoMt W millwiÀtre po«r unité, la eomlante €kU 
nhAiYa à la matiève du mtiOaTO^» est . >. ... 

a*=:6,52i6a; 

il faudra donc emi^jer ces yakaiv pour calculer la d ë pr tmri on du 
mercure à la température de ia^3^ ^ laquelle elles se lupparteat. 

S'il s'agit d'un tube capillaite, on fera usage de la forâmle (i i) du 
n* 54 ; et en désignant par ^ la dépression du mercure, rapportée au 

point le plus élevé de sa surfeee , on aura 

- t • 



eu étant le rayon du tube. Cette formule suppose que le rapport 
- soit une fraction peu considérable. Pour plys d'exactitude, il 

iaudra augmenter ou diminuer son premier terme de m^ de sa 

Taleur, pour chaque d^gre et température an>»deflqoas> ou au^-dessus 

. , .... , . 

de ia",8. 
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Lorsque ce sera, au conlraîre, le rapport - qui sera une frac- 

tion peu considérable, on emploiera la formule (s) du n* iio; 

et en faisant 

ce 4- 0,2690 = a', 

on en conclura 

er=(!i,65oo)v/i?e—'("'^^^^ (2) 

le millimètre étant toujours Tunité. 

Pour que des hauteurs barométriques, mesurées avec différens 
baromètres à large cuvette, soient comparables entre elles et puis* 
sent donner la valeur exacte de la pression de l'atmosphère , il y 
faut ajouter les valeurs de J^ relatives aux diamètres respectifs des 
tubes cylindriques, où le mercure s'élève; et, d'après la remarque 
du n"" 127, il faut, en outre, que ces tubes soient verticaux, ou 
bien, s'ils ne l'étaient pas, il y aurait encore une autre petite cor- 
rection à faire subir aux hauteurs observées , qui doivent toujours 
répondre au point le plus élevé de la surface convexe du mercure. 
Les formules (x) et (2) sueront pour déterminer les valeurs de J" , 
dans les deux cas extrêmes, d'un très petit et d'un très grand dia^ 
mètre. Dans les autres cas, il faudra recourir k la méthode des qua- 
dratures, pour déduire, de l'équation de la surface du mercure, la 
valeur numérique de cT relative à une grandeur donnée du diamètre, 
ou, réciproquement, la grandeur du diamètre qui répond à une va- 
leur donnée de cT» C'est de cette manière qu'a été formée la table des 
dépressions du mercure , que Laplace a insérée dans la . Connaissance 
des Tems de l'année 181 2, et qui a été .calculée par M* Bouvard. 
Elle suppose que la surface du mercure coupe celle du verre sous 
un angle de 4^^ < '^'9 ^^ <r^ ^^ mercure s^bais^erait de 94766 milli- 
mètres , dans un tube dont le diamètre serait un dix»>millièmje de mil- 
li mètre ; ce qui revient à prendre 

b ^: 0,72897 , a* s= 6,5ooo , 

pour les valeurs des constantes que j'ai désignées par b et a^. Il 
serait li désirer que ce calcul îxA répété, eji partant des valeurs de 
b et a* que j'ai adoptées, et qui satisfont mieux aux observations 
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(a"* 108). En attendant, voici la table dont il s'agit, où les dia- 
mètres et les dépressions sont exprimés en millimètres. 

Diamètres DëprcMiont 

intcrienrt da tabc. du mercure. 

3 4^5599 

3 • • • . QyQOSS 

4 2,o388 

5 i,5o55 

6 1,1482 

7 o,88i5 

8 o,685i 

9 0,5354 

10 0,4^01 

11 o,35o6 

12 0,2602 

i5 0,2047 

ï4 o^«597 

i5 0,1245 

16 0,0970 

ï? 0,0754 

18 •••.. o,o586 . 

19 0,0430 

20 , o,o352 • 

On peut aussi former, par l'expérience, une table des dépres^ 
sions du mercure, en comparant, à un même instant, c'est-à-dire 
sous une même pression atmosphérique, la différence des hauteurs 
du mercure dans un baromètre à siphon, dont les deux branches 
verticales ont le même diamètre^ aux hauteurs de ce fluide au-des- 
sus de son niveau extérieur, dans différens baromètres à large cu- 
vette. C'est, en effet, par l'observation que Charles Cavendish, le père 
du célèbre physicien de ce nom, a formé la table que l'on trouve 
dans les Transactions philosophiques de l'année 1776. Voici cette 
table en pouces anglais , comme l'auteur l'a donnée , et en milli- 
mètres. 
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DIÂMiriES D^PRESSIOVS 

en ponces anglaii. <• ponces anglùs* 

o^o 0^140 

o,i5 o^oga 

o^ao 0^067 

o,a5 • • • • • o,o5o 

o^3o o^o56 

0^35 0^025 

0^4^ OyO 1 5 

o^5o • . • 0^607 

0,60 o,oo5 



DiAMÈTKBs tointsssioxs 

DiiHiicues* en milâwp oiBm * 

2,54 5,556o 

5,81 2,5568 

5,08 1,7018 

6,55 1,2700 

7^62 0,9144 

8,89 o,655o 

10,16 o,58io 

12,70 0,1778 

i5,24 •••••» '0,1270. 



Ces dépressions ëlant le résultat de l'expérience, celles qui ré- 
pondent aux plus p^Hs et aux plus grands diamètres peuvent ser-^ 
vir à vérifier les formules (i) et (2). Or, si Ton fait successivement 

la formule (i) doane 

er = 5,4712, cTss 2,4199; 

les différences o"'*y0748 et -^o"",o85i, avec Texpérience , peuvent 
être attribuées, en graode partie, aux erreurs dont ce genre d'obser* 
vations est susceptil)^ Soit de même successivemeot 

2a=i5,24, 2£e= 12,70, 2a =10,16; 
oa ama j^ d^apiièa la formule. (2) j^ 

J^ =«0,0945, J>s=: 0,1747, cT =2 0,5175 j 



ce <|ui tlé diffère, de. Tobservaliloa que de, 

o™,o525, o'*",oo5i, 



o°"»,o635. 



liid fovmmlcb (i^) M tcouve eseon»/ coofilnnée par uaa observ^tî^a 
de M* Gaj-Lnasac,. qui a trouvé la dépressioii du mercure^ égale à 
4*^,69,. dans im tujbe dont le. diamètre était i'^,gft&. Ea y fmeoÈt 
a.:m o,952&, la forurale (i) donne ji:asj^f6j5o*; ce qar m difiecei pas 



de o"*,o2. 
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(i 36). «rajouterai k ce paragraptie la note suivante sur les BatO'^ 
mètPBê à smfacB plane ûu concas^^ qui m'a été cottmnyniquëe par 
M. Dttlong, et que les physiciens liront arec intérêt. 

fc Dom Gasboîs, professeur de Physique à Met£> indiqua anCTen««* 
H Dément un moyen de construire des baromètres à surface plane 
» ou même concave , on ^ ce qui revient au même pour la théorie , 
» des appareils en forme de siphons composés d'une bratiche Cà|nl'^ 
» Jaire et d'une autre de gros calibre ^ dans lesquels le mercure se te^ 
n nait à une hauteur égale dans les deux branches ^ ou même phis 
» grande dans le tube capillaire que dans l'autre. 

D II crut trouver la cause de ce phénomène dans l'exclusion pbis 
» complète de Hmmidité^ parce que c'est en faisant bouillir pendant 
» long-temps le mercnre dans les appareils qu'il réussissait à le pro-*' 
» duire. Quant à l'explication même qu'il donne de la forme concave 
n de la surface déduite de la privation absolue dp toute husnidifé^ 
j> elle ne mérite aucune attention. 

» n parait ^e Laplace et Lavoisier réussirent aussi à consfruire 
» un baromètre à surface plane^ et qu'ils partagèrent l'opinion du 
Ji physicien que nous venons de citer sur l'origine de cette part ieu-^ 
» laritéy en l'attribuant à la dessiccation plus parfwte du mercuffe et 
n desi parois intérieures dui tube. 

» Lorsque l'on a constrait^ sor-^même^ des baromètres avec les 
>» précautions usitéee pour les purger d'air et d'humidité, on a peine 
>^ à concevoir qu'il puisse rester dans ces' instrunvens une certaine 
» quantité deati, qu'une pkis longue â>ulIition parviendrait à ex- 
M puiser; aussi n'avais-je jamais été satisfait de cette explication , 
» qui , d'ailleurs, ne se concilierait pas facilement avec la théorie 
» des phénomènes capillaires. Mais c'est en construisant des therfilo- 
» mètres k mercure que j'ai été conduit à reconnaître ta véritable 
H cause du phénomène décrit par Gasbois. 

» J'avais^ remarqué que, en* réitérant l'ébuDition du rtiercure pour 
n chasser les dernières bulles^ de gaz , le tube se fi^ouvait sali in- 
ultérieurement au point de ne plus pertMetlVe» de distinguer la sTur^ 
«^ fiu:e Ubre de* U colonne liquide. A l'aide dHiHe* loupe , on dis- 
j» tioguait de petites* masses iiTé^ltère^ de meitïure adhé^nfes aux 
» parois riytérieures, et, dans quelques endioits, un* dépôt d'appa-^ 
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» rence cristalline et rougeàtre. Gomine le mercure avait été pu- 
» rifié avec soin avant d'être introduit dans l'instrument , on ne 
» pouvait se rendre compte de Taltération qu'il avait éprouvée^ 
» sans admettre la formation d'une certaine quantité d'oxide pen- 
» dant l'ébuUilion. Il est certain , d'ailleurs^ qu'en triturant du mer- 
» ctire avec son deutoxide^ celui-ci se dissout en petite quantité 
)) dans le liquide^ et lui communique l'apparence d'un amalgame. 
» Dans cet état , il adhère plus fortement au verre , s'y attache , 
» sans le mouiller cependant, et, par cette raison, il ne peut plus 
>i être employé comme liquide thermométrique ou barométrique. 
» On le ramène à ses propriétés primitives en l'agitant avec de l'acide 
» sulfurique concentré ou une dissolution d'acide hydro-sulfurique, 
» qui enlève ou décompose l'oxide. Le mercure distillé même n'est 
» pas toujours exempt d'oxide; et, lorsqu'il doit servir à la construc- 
)) tioh des thermomètres ou des baromètres, il est utile de le purifier 
» préalablement par l'un des moyens qui viennent d'être indiqués. 
» Il parait que le mercure tenu pendant quelque temps en ébuUi* 
» tion dans l'air atmosphérique contient bientôt assez d'oxide pour 
» que ses propriétés physiques en soient notablement jnodifîées; et 
» pour prouver que les modifications que nous venons de signaler 
)) sont réellement le résultat de l'oxidation , il suffira de dire que si 
» l'on prend du mercure complètement privé d'oxide, et si l'on 
» dispose l'appareil, comme je le fais depuis long -temps, de ma- 
» nière que la surface libre du métal soit plongée dans une atmos- 
» phère de gaz hydrogène, on peut alors prolonger à volonté l'é- 
» buUition , sans observer la moindre altération dans les propriétés 
» physiques et la manière d'être de ce liquide en contact avec le 
» verre. 

» Cette remarque s'applique également à la construction des ther-* 
» momètres et à celle des baromètres. Si l'on répète avec cette pré- 
» caution l'expérience de Casbois, la surface libre du mercure affecte 
» la même courbure que dans les baromètres ordinaires, quelle que 
>; soit la durée de l'ébuUition. 

» Dans les baromètres d'un large diamètre, l'anomalie observée 
)) par Casbois est plus difficile à produire, parce que la masse du 
)) mercure étant plus considérable^ une même quantité absolue 
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» d'oxide produit un effet moins sensible ; on peut même se dis-^ 
» penser^ dans ce cas, de faire bouillir le liquide métallique dans 
» un gaz qui ne contienne pas d'oxigène libre. Mais lorsque les 
» tubes n'ont qu'un diamètre de 5 ou 6 millimètres et au-dessous, 
» il serait utile d'avoir recours à cet expédient; car, autrement, la 
» confection de la capillarité laisserait une assez grande incerti- 
» tude. 

» Ainsi , le résultat obtenu par Casbois tient tout simplement à 
» ce que le mercure contenant en dissolution une légère propor- 
» tion d'oxide du même métal , est un liquide qui difiere du mer^- 
» cure pur dans sa nature et ses propriétés physiques, et dont l'at- 
» traction pour le yerqp, comme pour ses propres molécules, n'a 
» plus la même intensité. » 



§ V. Expériences sur les mélanges. 

(iSy). Soient u et u! deux fractions dont la somme est l'unité. 
Supposons qu'on ait mêlé deux liquides différens dans la propor- 
tion de u et i/ ; désignons par f la densité du mélange, et par h 
la hauteur à laquelle il s'élève dans un tube (capillaire d'un rayon 
CL , préalablement mouillé par ce liquide mélangé. D'après la for- 
mule du n® 53 , on aura 

p{h+ la) = uf+ uu% + uff' , (à) 

en mettant , pour plus d'exactitude , h + ^ ol au lieu de A , et 

désignant par /, /, , /', trois coefficiens positifs et indépendans de 
u et u\ Cette formule est fondée sur la supposition que la perte de 
chaleur qui a lieu dans le mélange, quand la température eist re- 
devenue la même qu'auparavant^ n'influe pas sur l'intégrale rela- 
tive aux forces moléculaires , de laquelle dépendent les phénomènes 
de la capillarité; hypothèse qui s'accorde avec le décroïssement de la 
hauteur h, proportionnellement à l'augmentation de densité, dans 
le cas d'un seul liquide à différentes températures. Il est intéressant 
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dd nériji^ ai cf tt$i hypothèse convieot également au cas de deux 
Uqmdei; Vni\99gési et, pour cela, je vais appliqaer k fidrmnle (a) 
à 4es esppériepoeç qiie M^ Gay^Lussaç a ÀiteB, il y a déjà long* 
teivftf 9 mais qui n'avaient paa encore été publiées. 

L^ ddvx Uquide$ sont l'eau et l'alcohol , ou i'eau et Tacide ai- 
triqiie- Je supposerai que u se rapporte à la proportion de Teau , et 
u' successivement à celle de Talcohol et de l'acide nitrique , et je 
pre^rai pour uuitéa la densité de l'eau et le milUniètre. 

j^çlativement aui^ mélavges de l'eau et de l'alcobol , que je consi* 
déreprai d'aboi^ , voici W résultats àfi l'observation : 

u = |, w' = 5, p = 0,9779, h =è: 15.77 > 

w = |, «'=5, P = 0,9657, A=ii,5i; 

a = i, w'=^, p = o,94i5, A = 10,00; 

M = i, w' == |, p = 0,90^8, A :?= 9,5Ç; 

u =S2 O, «*= I, p = 0,8196, A = 9*182. 

Dans toutes ces observations, le tube avait i""°,296 de diamètre, et 
la température a étd de 8^ à. 9 dlsgrés« 

Si Ton fait successivement £^=i et i^' = o, k=:o et u' s=z i, 

w = - et 1/ = - , dans la formule (à) ; que l'on y substitue en même 

temps , pour (» , les dç^it^s reU^tivos, î^ ç^ trois (ffopprtwn^ d'eau et 
d'alcqhol ; e| <pi'on y mette a,ussi q^643 au, li^u de; <*> > on eu d«du«t 

/==a5,57€|, /'•=7>7o5,/, = 7,593. 
Pour d.es valeurs qifelcpnques de u et M',,ïft fpi7iKvJi« (<?)■ d^ivi^udna^nft, 

P C^ "** t *) == (!»3*5>7^:«* + (7/595) W 4- ( 7,70?) «'*. ! 
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J'en fais maintenant l'application à celles des expérieaée^ prtfoé- 
dentés qui n'ont pas servi à en déterminer les coefEciens ; et en dé* 
signant, pour chacune d'elles , par e l'excès de la hauteur calculée 
sur la hauteur observée » je trouve 

- 1, a' - J. * — 16^604, e:=± ^ i,â58; 



u 



u 



u 



u 



I 
I 



m' = X, A = i3,i5f , 



u 



u 



= ^y A = 8^235, e 



i,56ï; 



4 
S' 



^%. h 



7,865 , e s= *- 1,5*15* 



Or , les grandeuTi; de ces vaietirs de e montrent cfùe l'hypothèse sur 
laquelle la formule (a) est fondée, ne convient pas aux mélanges de 
Teau et de l'alcofaol ; ce qui est d'autant plus singulier^ qti'ellé con- 
vient parfaitement , comme on va le voir, aux mélanges dé f eau et de 
Facide nitrique, et qu'il y a e», dan» ces devx cas, perte de chaleur 
et concentration. 

Far «apport tuai mélanges d'eau et d'adde tâtriqtie, on af, d'apte 
l'expérience. 



tt s= I, m/ 



u 



u 



u 



4 

a 
3' 



U' 



W 



ti 



1 

I 
3' 

I 



2 



= 1,0000, h = aa,68 
r â± i,o8gi, h £=' :2o,5a 



= x^x^tf h ±=^ 17^66 



i|i75f,> h 



f6,35 

li = o, ii'= ly p =3 1,3691, A = 14,08 

le di^aètK du tabe étant i.™,3i3, et la tenpérafture 10 à t!À dêgk^. 
Je extermine, comme' dans le eas précédent, Wvàleun^ db f t\:f\ 
waciwaoyem de la première et de lai dernière obeervMioil , et délié de/„ 
d'iaprist la Drayemiei des quatm dKervaftioas- intermédHailres ;' la' fbr- 
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et que l'oa représenta ptr u le tolume da prtttne feermioé par <» 
et #c9 ^ f^v^ ^ sa lougoeur MIM,, on aura 

La quantité préoédeote deviendra donc — ^ i£ ; et si l'on désigne par 

V le volume entier de A , on en conclura — "f" ^ 9 pour la compo- 
sante totale des pressions verticales et dirigées de J>as en haut. On 
trouvera de même -" ^ ^ ©t — ^ i^^ pour les composantes totales des 



(NressioQS extérieures, suivaat les axes des x et des j^ pofitives. 

Maintenant, soient X , Y, Z , parallèlement auic axes des x, jr ^ z, 
les forces données et rapportées à Tunité de masse qui répondent au 
pmnt M, et qui sont, par exemple, la pesanteur, l'attraction en rai- 
aOQ inverse du carré des distances qiii émane des molécules mêmes 
du fluide , et d'autres attractions ou répulsions , agissant suivant des 
lois fpieloo n qnes. Soit aussi p la densité du liquide en ce point. En 
négligeant ks variations de ees quaAra quantités dans tonte rélen«» 
due de A, les forces noDtriees de cette petite portion du fluide se- 
rant pi^X, pifY, fvZ; en les comparant aux pressions extérieures , et 
supprimant le facteur commun p, on en conclura 

pour l'équilibre de A; œ qui ooîncid4& avec les équations connues de 
\ Hydrostatique. 

On en* déduit 

dp = ^{lUx H- Yrfr H- Zdz)^ 

pour l'équation qui servira k déterminer l'inconnue p en fonction des 
coordonnées j?, ^, z, du point M. Mais il ne faut pas perdre de vue 
que cette formule ne convient qu'aux points intérieurs du fluide , 
c''est-à-dire aux points situés à une distance de sa surface, pli^s 
gmode que le rayon dr'açtivité moléculaire ; en sorte qu\>n n'en doit 
pa$ qopclure qu'on ait sMuplenpiept dp ;^ùp pour J'éqnajtipn d/ç la 
surface librQ ou wumis^ à imç jfiçf^Qn e^térûwe cowtwte^ S\Ka 
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liquide em éguilibre. En vertu de cette. éc{uation^ la. résultante des 
forces données X, Y, Z, couperait cette surface à angle droite en 
tous ses points ; mais Féquation complète de la surface d'éqtiilibre 
renferme un second terme (n"" 2g) ; et , à moins qu'elle ne soit tout- 
à-fait plane ^ son plan tangent n'est pas exactement perpendiculaire 
à la direction de la pesanteur, ou, généralement, i la résultante 
des forces X, Y, Z, qui ne proyiennent pas de l'action molécu- 
laire proprement dite. 



dixns 



(iH). On a ¥u,. dans le a^ iq8^ que l'angle sous lequel k surfivçe 
cfMavexe d^ qiefcure non pxidé vieat couper la sv,r&c4 da verre est 
égal à 45"" 5o\ En appelfutf b son cosiaua, ou a 

* = 0,70091; ; . .. . 



I II 



pn sait tiisai qu'en pvwmt W miUknètre pov unité, la eonatante 0*., 
Ttbdva à la matièoe dn mticuTO^, est . . . > 

a*= 6,5216:1; 

il faudra donc emfiojm ces vakun pour calculer la dé praosi on du 
mercure à la tepipératura de i2%S, à laquelle elles se rapporteal?. 

S'il s'agit d'un tube capillain , on fera usage de la foriEmle ( 1 1} dn 
n* 54 ; et en désignant par ^ la dépression du mercure, rapportée a<v 
point le plus éleré da sa smrfiure , od aura 

CL étant le rayon du tube. Cette formule suppose que le. rapport 
- soit une fraction peu considérable. Pour plys d'exactitude, il 



^udra augmenter ou diminuer son preinier terme de ^^^ de sa 

valeur, pour chaque degré et tvmpérainra au«<le89om. on «uHkssus 

, .... . . 
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placerai par -^ E et — *- Ë', et en désignant par G une antre oone^ 
taiMe pofiîtiye et dépendante de la matière dee deux liquides , nous 
aurons^ d'après le n"" 69^ 

E'— E=Gcos^; 

équation qui fait voir que cos ^ sera négatif ou positif, et it|cie, par 
conséquent y le liquide A sera concave ou convexe , selon que Esera 
plus grand ou plus petit que £^ Si donc, pour fixer les idées > on 
suppose E > E^ ce sera le liquide A qui traversera le canal 0(y et 
viendra se mêler à A^ Cela posé , quand £ et E^ sont respective-* 
ment moindres que H et H', les poids des deux liquides qui s'élè*- 
vent dans un même tube , de la niéme nature que OCK, sont entre 
eux comme E et E' (n^ 49)' Le liquide A est donc alors le plus as- 
eeodant ; mais si chacune des quantités E et E' surpasse la quantité 
correspondante H ou H', les pends élevés dans oe même tube sont 
lei mêmes que si Ton avait seulement E=sH et E':saW: ils sont 
entre eux oomme H et H^ Or, la différeiiu:e E-^E^ étant positive, 
la dtférence H «— H' peut être positive on négative ; par consé«- 
quent, lé liquide A n'est plus nécessairement celui des deux qui 
a le plus de tendance à s'élever par l'action capillaire. Ainsi , lorsque 
les deux liquides , avant leur jonction , coupent sous un an^ 
aigu la surface du canal 00/, c'est-*à*^dire quand on a E <^ H 
et E' ^ H', c'est toujours le plus ascendant quf l'emporte et qui 
chasse l'autre liquide après leur jonction; mais ce peut être le 
moins ascendant, qnand ils sont , avant de se joindre, toue ies deux 
tangens à la surface de 00'; ce qui est le cas de E> H et E^> W. 
Lorsqu'une partie, de A ee sera mêlée à A', les quantités Ef et 
Qv changeront* Je désignerai parE. et Gi, ce 4|n elles deviennent re-* 
la^vement à ce mélange en ^oontact avec le liquide A qui remplira 
W canal OOS' et eî Y^oa ceptésente, en même temps, par ^, ce que 
devient 1- angle, <p;, oie aura i 

E, -^ E = G| cos ç, , 

a rextréw^p 0' /dn\C9,v4 f>0[, P^i .»*■ ét»t.i le filet 00' d« li^ 
qHÎ^^ A.pqfirrjfi puppprttçr, àf,.^.dçux [twitf et 0% une di4e^ 
rçfluGç de pre?3iaî»,:^pfi?f:îV^^ à| la diflférença R -•- JB> e». en 
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raiaoD inverse du diamètne do c«nal 00^; et, consé^dmib^wt , le 
niveau du mélange de A et A' pourra s'éiever au «^ dessus du ni- 
veau de A , d'uue quantité qui sera aussi en raison directe de 
E, -^£y inverse du diamètre de 00', qt inverse des densités de oe 
mélange et de A. 

Maintenant, si la membrane est traversée par un nombre ex- 
trêmement grand de canaux tek que 00% on' étendra à tous ces 
canaux ce qu'on vient d'appliquer à l'un d'ecxf* et le liqtiide' A 
pénétrera par toutes celles de ces ouvertures qui satisfont à la con- 
dition E > E'. Quoique la matière de la membrane soit homo- 
gène, il ne sera cependant point impossible qu'à raison de la dis- 
position différente de ses molécules le long de ces différens canaux , 
ou pour toute autre cause, la condition contraire £<^E' ait lieu, 
(lu moins pour une petite partie de ces ouvertures ; alors il y aura 
simultanément , a travers cette membrane , un transport principal 
du liquide A dans A', et un autre transport beaucoup moindre 
de A' dans A , ainsi que l'expérience parait l'indiquer. D'après ce 
qu'on vient de dire , la différence de niveau , des deux côtés de 
la membrane, sera, toutes choses d'ailleurs égales, en raison in- 
verse des diamètres des ouvertures qu'elle présente ; en sorte que 
l'intensité du phénomène diminuera de plus en plus et pourra de- 
venir insensible , à mesure que le tissu de la membrane sera de 
plus en plus relâché. La condition principale et essentielle du phé- 
nomène est la différence des deux liquides; il ne se produira îa- 
mais entre deux liquides de même nature, ou entre deux liquides 
qui jouiraient exactement des mêmes propriétés sous le rapport de 
l'action capillaire. Pour que la cloison qui sépare les deux liquides ne 
soit pas impropre à l'endosmose , il faudra que , d'après sa contex- 
ture, elle soit traversée par des canaux très étroits, allant d'une 
face à l'autre ; circonstance qui se rencontre plus communément 
dans les membranes organiques. Mais, d'un autre côté, les liquides 
éprouveront le long de ces canaux un frottement très considérable 
à cause de la petitesse de leurs diamètres ; cette force pourra ba- Cï 

lancer l'action capillaire, et empêcher les deux liquides de péné- 
trer assez avant pour se joindre et prendre une surface commune 
qui change en convexité la concavité de l'un d'eux; et, pour cette 
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raison , la trop grande épaisseur de la cloison peut être un obstacle 
à la production de Tendosmose. 

Je n'insisterai pas davantage sur ces considérations générales, qui 
prouvent, ce me semble, que les diverses circonstances du phéno- 
mène de l'endosmose, observées par M. Dutrocbet, ne sont point 
incompatibles avec la théorie de l'action capillaire, et qu'il n'est pas 
nécessaire de recourir à des forces d'une autre nature , pour en trou- 
ver une explication satisfaisante. 
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» rence cristalline et rougeàtre. Gomme le mercure avait été pu- 
» ri fié ayec soin ayant d'être introduit dans Tinstrument / on ne 
)} pouvait se rendre compte de l'altération qu'il avait éprouvée, 
» sans admettre la formation d'une certaine quantité d'oxide pen- 
» dant l'ébuUilion. Il est certain, d'ailleurs, qu'en triturant du mer- 
» cure avec son deutoxide, celui-* ci se dissout en petite quantité 
)) dans le liquide, et lui communique l'apparence d'un amalgame. 
» Dans cet état , il adhère plus fortement au verre , s'y attache , 
» sans le mouiller cependant, et, par cette raison, il ne peut plus 
» être employé comme liquide themiométriqué ou barométrique. 
» On le ramène à ses propriétés primitives en l'agitant avec de l'acide 
» sulfurique concentré ou une dissolution d'acide hydro-sulfurique, 
» qui enlève ou décompose l'oxide. Le mercure distillé même n'est 
» pas toujours exempt d'oxide; et, lorsqu'il doit servir à la construc- 
» tion des thermomètres ou des baromètres, il est utile de le purifier 
}) préalablement par l'un des moyens qui viennent d'être indiqués. 
» Il parait que le mercure tenu pendant quelque temps en ébuUi- 
» tion dans l'air atmosphérique contient bientôt assez d'oxide pour 
» que ses propriétés physiques en soient notablement jnodifîées; et 
» pour prouver que les modifications que nous venons de signaler 
)) sont réellement le résultat de l'oxidation , il suffira de dire que si 
» l'on prend du mercure complètement privé d'oxide, et si l'on 
» dispose l'appareil, comme je le fais depuis long -temps, de ma- 
» nière que la surface libre du métal soit plongée dans une atmos- 
» phère de gaz hydrogène, on peut alors prolonger à volonté l'é- 
» buUition , sans observer la moindre altération dans les propriétés 
» physiques et la manière d'être de ce liquide en contact avec le 
» verre. 

}\ Cette remarque s'applique également à la construction des ther- 
» momètres et à celle des baromètres. Si l'on répète avec cette pré- 
» caution l'expérience de Casbois, la surface libre du mercure affecte 
» la même courbure que dans les baromètres ordinaires, quelle que 
» soit la durée de l'ébuUition. 

» Dans les baromètres d'un large diamètre, l'anomalie observée 
» par Casbois est plus difficile à produire, parce que la masse du 
}) mercure étant plus considérable, une même quantité absolue 
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» d'oxide produit un effet moins sensible ; on peut môme se dis-^ 
» penser, dans ce cas, de faire bouillir le liquide métallique dans 
» un gaz qui ne contienne pas d'oxigène libre. Mais lorsque les 
» tubes n'ont qu'un diamètre de 5 ou 6 millimètres et aunlessous, 
)> il serait utile d'avoir recours à cet expédient; car, autrement, la 
» correction de la capillarité laisserait une assez grande incerti-- 
» tude. 

» Ainsi , le résultat obtenu par Casbois tient tout simplement à 
» ce que le mercure contenant en dissolution une légère propor- 
» tion d'oxide du même métal , est un liquide qui difiere du mer^- 
» cure pur dans sa nature et ses propriétés physiques, et dont Fat- 
» traction pour le veriy , comme pour ses propres molécules , n'a 
» plus la même intensité. » 



§ V. Expériences sur les mélanges. 

(iSSy). Soient u et uf deux fractions dont la somme est l'unité. 
Supposons qu'on ait mêlé deux liquides différens dans la propor- 
tion de u et i/; désignons par f la densité du mélange, et par h 
la hauteur à laquelle il s'élève dans un tube .capillaire d'un rayon 
a , préalablement mouillé par ce liquide mélangé. D'après la for- 
mule du n® 55 , on aura 



en mettant, pour plus d'exactitude, A + ^ et au lieu de à, et 

désignant par /, /, , /', trois coefficiens positifs et indépendans de 
u et u\ Cette formule est fondée sur la supposition que la perte de 
chaleur qui a lieu dans le mélange, quand la température eist re- 
devenue la même qu'auparavant, n'influe pas sur l'intégrale rela- 
tive aux forces moléculaires , de laquelle dépendent les phénomènes 
de la capillarité; hypothèse qui s'accorde avec le décroissement de la 
hauteur A, proportionnellement à l'augmentation de densité, dans 
le cas d'un seul liquide à différentes températures. U est intéressant 
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